'Teoria grup I

Wyktad 11

1 Reprezentacje rzeczywiste i kwaternionowe

Literatura dodatkowa: [Ada69, KM93, Tra|
Dygresja liniowo-algebraiczna

Kompleksyfikacja VC rzeczywistej przestrzeni wektorowej V: Jest to przestrzei wektorowa
nad C zdefiniowana przez VC := C ®g V; tutaj rozumiemy C jako prawy R-modul, a V jako lewy.
Jedli ey, ..., e, jest baza przestrzeni V, mozemy patrzeé¢ na VC jako na zbior formalnych kombinacji
liniowych aje; + - -+ + a,e, o wspodleczynnikach zespolonych z naturalnymi operacjami przestrzeni
wektorowej. Przy tym «;e; odpowiadaja tensorom prostym «; ® e;, a wektory ey, ..., e, tworza tez
baze przestrzeni VC. Z tej interpretacji wnioskujemy, ze dime VC = dimg V.

Mamy tez R-izomorfizm C@r V = (R®iR) Qg V =V @ iV.

Kompleksyfikacja L : V¢ — VC operatora liniowego L : V — V: L := Idc ®L. Jesli [L]
jest macierza operatora L w bazie ey, ..., e,, to macierz operatora L® w tej ze bazie, interpretowanej
jako baza V', bedzie sie pokrywata z [L].

Struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej: Teraz sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
co wyrdznia przestrzenie bedgce kompleksyfikacjami wsrod wszystkich przestrzeni zespolonych?

Na przestrzeni W := VC jest naturalna operacja sprzezenia R: a @v — a®uv,a € C,v € V. Ma
ona nastepujace wlasnosci: 1) R : W — W jest operatorem potliniowym, czyli addytywnym oraz
takim, ze R(fw) = BR(w),3 € C,w € W; 2) R? = Id; 3) zbiér punktéow stalych odwzorowania R
pokrywa sie z V . C VC (tutaj V jest wlozone w VC jako zbior {a ® v | a € R,v € V}).

Teraz niech W bedzie dowolna przestrzenia wektorowa nad C. Strukturg rzeczywistq na przestrzeni
W nazwiemy odwzorowanie R : W — W spelniajace warunki 1), 2). Jesli R jest takim operatorem,
to zbior V := W jego punktow stalych ma strukture przestrzeni wektorowej nad R. Istotnie, V
jest zamkniete ze wzgledu na dodawanie (oczywiste, bo R addytywny) oraz ze wzgledu na mnozenie
przez skalary z R (Rw = w, 3 € R = R(fw) = SRw = fw).

Ponadto, mamy naturalny C-izomorfizm W — VC. Istotnie, niech ey, . .., e, bedzie baza przestrzeni
W Wtedy ie, ..., ie, jest bazg przestrzeni wlasnej W_, C W operatora R odpowiadajacej wartoéci
wlasnej —1 i mamy W = WE @ W_; = WE@iWE = C @ WE. Latwo widzie¢, ze izomorfizm ten
nie zalezy od wyboru bazy w WE,

Jegli L : W — W jest operatorem C-liniowym, to L = N© dla pewnego operatora R-liniowego
N :V — V wtedy i tylko wtedy, gdy LR = RL. Istotnie, ostatni warunek oznacza, ze L zachowuje
V = WZ; potéimy N := Lly. Cwiczenie: dopracowaé szczegoly.

Urzeczywistnienie (forma rzeczywista) Vi przestrzeni zespolonej V: Poniewaz R C C
mozemy patrze¢ na V' jako na przestrzen wektorowa nad R, ktorg bedziemy oznaczali przez Vg. Przy



tym V' i Vg pokrywaja sie jako zbiory, ale dimg Vg = 2dim¢ V. Istotnie, jesli ey, ..., e, jest baza V,
to wektory ey, ..., e,, i€, ..., e, tworza baze Vg.

Forma rzeczywista Lr operatora zespolonego L : V — V: Jest to operator L rozumiany jako

operator R-liniowy dzialajacy z Vg w Vk. Jesli [L] jest macierza operatora L w bazie eq,..., ey,
i [L] = [L) + i[L]", gdzie [L]" := Re[L],[L]" := Im[L] (czeSci rzeczywista i urojona), to macierz
operatora Lg w bazie ey, ..., e,,ie1,...,ie, jest dana wzorem (Cuwiczenie: sprawdzic).

(L] —[L]"
{ [L]" LY } '

Struktura zespolona na przestrzeni rzeczywistej VV: A teraz pytanie: co wyrdznia przestrzenie
bedgce formami rzeczywistymi wsrod wszystkich przestrzeni rzeczywistych? Odpowiedzialng za takie
wyrdznienie jest tzw. struktura zespolona na V. Jest to operator J : V — V o wtasnoéci J? = —Id.
Operator ten jest odzwierciedleniem mnozenia przez jedynke urojona. Jesli J jest takim operatorem,
wprowadzamy w V strukture przestrzeni zespolonej przez iv := Jv,v € V (dodawanie i mnozenie
przez skalary rzeczywiste mamy za darmo). W szczegolnoscei, wymiar przestrzeni V' nad R musi byé
parzysty.

Operator L : V — V jest forma rzeczywista pewnego operatora zespolonego wtedy i tylko wtedy,
gdy LJ = JL.

Najpierw kompleksyfikacja, potem urzeczywistnienie: (VC)g =V @V (Cwiczenie).

Najpierw urzeczywistnienie, potem kompleksyfikacja: (Vi)C = V @ V (Cuwiczenie); tutaj
przez V oznaczamy przestrzen sprzezong do V', czyli C-liniowa przestrzen, ktorej struktura addytywna
pokrywa sie z ta z V', a mnozenie przez skalary zadane jest wzorem a xv :=av,a € C,v € V.

Przestrzenie i operatory sprzezone: Przestrzenie sprzezone wprowadziliémy wyzej. Niech L :
V' — W bedzie operatorem liniowym. Ten sam operator rozumiany jako operator V' — W bedziemy
oznacza¢ L~. Jest polliniowy: L~ (aw) = alL v = @ * L~ v. Analogicznie definiujemy operator
“L:V — W (tez polliniowy), i ktadziemy L :== L™ : V — W (ostatni jest operatorem liniowym).
Algebra kwaternionéw H: Jest to algebra nad R generowana jako przestrzen wektorowa przez
cztery wektory 1,4, j, k spelniajace nastepujace reguty mnozenia:

1. 1 jest elementem neutralnym wzgledem mnozenia;

2. =2 =kt=—1,ij=k, jk=1iki=].

Whioskiem z powyzszych regul sa tozsamosci ji = —k, kj = —i,1k = —7 oraz mozliwos¢ reprezentacji
kwaterniona al+ i+ vj + dk w postaci al + i+ (y1 4 di)j, czyli za pomoca pary liczb zespolonych
(al + Bi,v1 + 6i). Inaczej, H = C @ Cj.

Reprezentacja macierzowa algebry H: Latwo sie przekonaé, ze nastepujace macierze spetniaja
powyzsze reguly wzgledem standardowego mnozenia macierzy:
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Wszystkie kombinacje liniowe tych macierzy o wspotczynnikach rzeczywistych beda tworzyly algebre
H.



Prawa przestrzen wektorowa V' nad H: Jest to prawy modut nad H (lewy modut daje nierownowazne
pojecie, poniewaz H jest nieprzemienna).

Operator H-lintowy na V definiujemy jako odwzorowanie L : V' — V bedace morfizmem H-
modutow (czyli addytywne odwzorowanie, spetniajace L(vh) = L(v)h,v € V, h € H).

Forma zespolona Vi kwaternionowej prawej przestrzeni liniowej V: Poniewaz C C Hi,
mamy strukture przestrzeni C-liniowej na V. Forme zespolona L¢ operatora H-liniowego L : V — V
definiujemy podobnie jak w przypadku formy rzeczywistej operatora zespolonego (czyli zapominamy,
ze jest H-liniowy, a pamietamy, ze jest C-liniowy).

Struktura kwaternionowa na prestrzeni zespolonej V: Jest to struktura, ktora wyroznia formy
zespolone przestrzeni kwaternionowych wérod przestrzeni zespolonych. Definiuje sie jako operator
polliniowy H : V — V o wlasnosci H? = —1d (jest odzwierciedleniem prawego mnozenia przez j).
Jesli H jest takim operatorem, wprowadzamy w V strukture prawego H-modutu przez vj := Jov
(dodawanie i mnozenie przez skalary zespolone juz mamy). W szczegolnosci, wymiar przestrzeni V
nad C musi by¢ parzysty.

Mozna pokaza¢, ze operator L : V' — V jest formg zespolong wtedy i tylko wtedy, gdy LH = HL.

Jak to sie przeklada na reprezentacje

Struktura rzeczywista R : W — W na reprezentacji zespolonej p : G — GL(V): Jest
to struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej V', bedaca operatorem splatajgcym dla p. 7
powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze W = VC, gdzie V := WF, oraz, ze istnieje taka reprezentacja
rzeczywista 7 : G — GL(V), ze p(g) = 7(¢9)¢ dla kazdego g € G.

Reprezentacja kwaternionowa grupy G w prawej przestrzeni kwaternionowej V: Jest
to homomorfizm grup ¢ : G — GLyg(V), gdzie przez GLy(V) oznaczylismy grupe odwracalnych
H-liniowych odwzorowan z V' w V.

Struktura kwaternionowa H : V — V na reprezentacji zespolonej p : G — GL(V): Jest
to z kolei struktura kwaternionowa na przestrzeni zespolonej V', bedaca operatorem splatajgcym
dla p. Mozemy wprowadzié¢ strukture prawej H-przestrzeni liniowej na V' oraz pokazaé¢, ze istnieje
reprezentacja kwaternionowa ¢ : G — G Ly (V) taka, ze p(g) = ((g)c dla dowolnego g € G.

Reprezentacja sprzezona do reprezentacji zespolonej p: G — GL(V): Jest to reprezentacja
7:G — GL(V) w przestrzeni V zadana wzorem 5(g) := p(g), g € G. Reprezentacje p i 7, na pozor
jednakowe, moga by¢ nie rownowazne. Istotnie, operator v + v : V — V (czyli Id™) jest operatorem
splatajacym pomiedzy p i p, ale nie jest liniowy (jest potliniowy). Ale moze tez istnie¢ nietrywialny
operator liniowy splatajacy, realizujacy rownowaznos¢ p i p.

LEMAT Niech p bedzie reprezentacjq nieprzywieding i réwnowazng z p i niech C :' V. — V bedzie
(liniowym) operatorem splatajgcym, realizujgcym te réwnowaznosé. Wtedy C' jest okreslony z doktad-
noscig do czynnika liczbowego, ktory mozna wybraé tak, zeby C~ 'V — V bylo strukturg rzeczywistq
lub kwaternionowq.

Dowdd: Niech C' : V — V bedzie innym operatorem splatajacym, realizujacym réwnowazno$c.
Wtedy C~1C" : V — V jest operatorem splatajacym (pomiedzy p i p) i wedtug lematu Schura musi

by¢ postaci AId dla pewnego A € C. Mamy wiec ¢’ = A\C'. Zauwazmy, ze operator c:V —>_V =V
jest operatorem splatajacym (pomiedzy p i p), stad mozemy potozyé¢ C' := (C)~! i dosta¢ (C)~! =
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AC. Mamy wiec CC = (1/0)1d,CC = (1/X)1d. Poniewaz Tr(CC) = Tr(CC), skalar A musi by¢
rzeczywisty. Teraz zauwazmy, ze CC = (C~)(C™). Zastepujac C przez vV AC w przypadku A > 0
lub przez i\/|\| w przypadku A < 0, otrzymujemy wynik. [

Typy reprezentacji: Mowimy, ze reprezentacja zespolona p jest typu
1. zespolonego, jesli p i p nie sa rownowazne;
2. rzeczywistego, jesli sa rownowazne i C~ po przeskalowaniu jest struktura rzeczywista;

3. kwaternionowego, jesli sa rownowazne i C'~ po przeskalowaniu jest struktura kwaternionowa.

TWIERDZENIE (Frobeniusa—Schura) Niech x bedzie charakterem nieprzywiedinej zespolonej reprezen-
tacji p : G — GL(V) skoticzonej grupy G i niech

SR

g€eG
Wtedy
1. © =0 <= p jest typu zespolonego;
2. x =1 <= p jest typu rzeczywistego;
3. x = —1 <= p jest typu kwaternionowego.
Dowod: zob. |Tral.
PRZYKLAD: Rozwazmy naturalna 1-wymiarowa reprezentacje grupy cyklicznej C,, = {e,a,a?,...,a" '}

2r/n - Reprezentacja ta nie moze byc typu kwaternionowego, bo

o charakterze x, x(a/) = ¢/, := ¢
wymiar przestrzeni jest nieparzysty.

Z kolei, zeby reprezentacja ta byla typu rzeczywistego wartosci wlasne wszystkich operatoréow
reprezentacji musza by¢ rzeczywiste. To sugeruje, ze ta reprezentacja jest typu rzeczywistego tylko
w przypadku n = 2. Istotnie, w tym przypadku z = (1/2)(x(e?) + x(a?)) = (1/2)(x(e) + x(e)) = 1.

Dlan = 3mamy z = (1/3) (x(e2)+x(a®)+x(a')) = (1/3)(x(e) +x(a)+x(a)) = (1/3)(1+e*+e) =
0.

Dla n = 4: x = (1/4)(x(e®) + x(a?) + x(a*) + x(a®)) = (1/4)(x(e) + x(a®) + x(e) + x(a?)) =
(1/9)(1+(-1)+1+(-1)) =0.

Cwiczenie: Jak jest dla dowolnego n?
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