
Teoria grup I

Wykªad 11

1 Reprezentacje rzeczywiste i kwaternionowe

Literatura dodatkowa: [Ada69, KM93, Tra]

Dygresja liniowo-algebraiczna

Kompleksy�kacja V C rzeczywistej przestrzeni wektorowej V : Jest to przestrze« wektorowa
nad C zde�niowana przez V C := C ⊗R V ; tutaj rozumiemy C jako prawy R-moduª, a V jako lewy.
Je±li e1, . . . , en jest baz¡ przestrzeni V , mo»emy patrze¢ na V C jako na zbiór formalnych kombinacji
liniowych α1e1 + · · · + αnen o wspóªczynnikach zespolonych z naturalnymi operacjami przestrzeni
wektorowej. Przy tym αiei odpowiadaj¡ tensorom prostym αi ⊗ ei, a wektory e1, . . . , en tworz¡ te»
baz¦ przestrzeni V C. Z tej interpretacji wnioskujemy, »e dimC V

C = dimR V .
Mamy te» R-izomor�zm C⊗R V = (R⊕ iR)⊗R V ∼= V ⊕ iV .

Kompleksy�kacja LC : V C → V C operatora liniowego L : V → V : LC := IdC⊗L. Je±li [L]
jest macierz¡ operatora L w bazie e1, . . . , en, to macierz operatora LC w tej »e bazie, interpretowanej
jako baza V C, b¦dzie si¦ pokrywaªa z [L].

Struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej: Teraz spróbujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
co wyró»nia przestrzenie b¦d¡ce kompleksy�kacjami w±ród wszystkich przestrzeni zespolonych?

Na przestrzeni W := V C jest naturalna operacja sprz¦»enia R : α⊗ v 7→ ᾱ⊗ v, α ∈ C, v ∈ V . Ma
ona nast¦puj¡ce wªasno±ci: 1) R : W → W jest operatorem póªliniowym, czyli addytywnym oraz
takim, »e R(βw) = β̄R(w), β ∈ C, w ∈ W ; 2) R2 = Id; 3) zbiór punktów staªych odwzorowania R
pokrywa si¦ z V ⊂ V C (tutaj V jest wªo»one w V C jako zbiór {α⊗ v | α ∈ R, v ∈ V }).

Teraz niechW b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ wektorow¡ nad C. Struktur¡ rzeczywist¡ na przestrzeni
W nazwiemy odwzorowanie R : W → W speªniaj¡ce warunki 1), 2). Je±li R jest takim operatorem,
to zbiór V := WR jego punktów staªych ma struktur¦ przestrzeni wektorowej nad R. Istotnie, V
jest zamkni¦te ze wzgl¦du na dodawanie (oczywiste, bo R addytywny) oraz ze wzgl¦du na mno»enie
przez skalary z R (Rw = w, β ∈ R =⇒ R(βw) = βRw = βw).

Ponadto, mamy naturalny C-izomor�zmW → V C. Istotnie, niech e1, . . . , en b¦dzie baz¡ przestrzeni
WR. Wtedy ie1, . . . , ien jest baz¡ przestrzeni wªasnejW−1 ⊂ W operatora R odpowiadaj¡cej warto±ci
wªasnej −1 i mamy W = WR ⊕W−1 = WR ⊕ iWR = C ⊗WR. �atwo widzie¢, »e izomor�zm ten
nie zale»y od wyboru bazy w WR.

Je±li L : W → W jest operatorem C-liniowym, to L = NC dla pewnego operatora R-liniowego
N : V → V wtedy i tylko wtedy, gdy LR = RL. Istotnie, ostatni warunek oznacza, »e L zachowuje
V = WR; poªó»my N := L|V . �wiczenie: dopracowa¢ szczegóªy.

Urzeczywistnienie (forma rzeczywista) VR przestrzeni zespolonej V : Poniewa» R ⊂ C
mo»emy patrze¢ na V jako na przestrze« wektorow¡ nad R, któr¡ b¦dziemy oznaczali przez VR. Przy
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tym V i VR pokrywaj¡ si¦ jako zbiory, ale dimR VR = 2 dimC V . Istotnie, je±li e1, . . . , en jest baz¡ V ,
to wektory e1, . . . , en, ie1, . . . , ien tworz¡ baz¦ VR.

Forma rzeczywista LR operatora zespolonego L : V → V : Jest to operator L rozumiany jako
operator R-liniowy dziaªaj¡cy z VR w VR. Je±li [L] jest macierz¡ operatora L w bazie e1, . . . , en,
i [L] = [L]′ + i[L]′′, gdzie [L]′ := Re[L], [L]′′ := Im[L] (cz¦±ci rzeczywista i urojona), to macierz
operatora LR w bazie e1, . . . , en, ie1, . . . , ien jest dana wzorem (�wiczenie: sprawdzi¢).[

[L]′ −[L]′′

[L]′′ [L]′

]
.

Struktura zespolona na przestrzeni rzeczywistej V : A teraz pytanie: co wyró»nia przestrzenie
b¦d¡ce formami rzeczywistymi w±ród wszystkich przestrzeni rzeczywistych? Odpowiedzialn¡ za takie
wyró»nienie jest tzw. struktura zespolona na V . Jest to operator J : V → V o wªasno±ci J2 = − Id.
Operator ten jest odzwierciedleniem mno»enia przez jedynk¦ urojon¡. Je±li J jest takim operatorem,
wprowadzamy w V struktur¦ przestrzeni zespolonej przez iv := Jv, v ∈ V (dodawanie i mno»enie
przez skalary rzeczywiste mamy za darmo). W szczególno±ci, wymiar przestrzeni V nad R musi by¢
parzysty.

Operator L : V → V jest forma rzeczywist¡ pewnego operatora zespolonego wtedy i tylko wtedy,
gdy LJ = JL.

Najpierw kompleksy�kacja, potem urzeczywistnienie: (V C)R ∼= V ⊕ V (�wiczenie).

Najpierw urzeczywistnienie, potem kompleksy�kacja: (VR)C ∼= V ⊕ V (�wiczenie); tutaj
przez V oznaczamy przestrze« sprz¦»on¡ do V , czyli C-liniow¡ przestrze«, której struktura addytywna
pokrywa si¦ z t¡ z V , a mno»enie przez skalary zadane jest wzorem α ∗ v := ᾱv, α ∈ C, v ∈ V .
Przestrzenie i operatory sprz¦»one: Przestrzenie sprz¦»one wprowadzili±my wy»ej. Niech L :
V → W b¦dzie operatorem liniowym. Ten sam operator rozumiany jako operator V → W b¦dziemy
oznacza¢ L−. Jest póªliniowy: L−(αv) = αL−v = ᾱ ∗ L−v. Analogicznie de�niujemy operator
−L : V → W (te» póªliniowy), i kªadziemy L :=− L− : V → W (ostatni jest operatorem liniowym).

Algebra kwaternionów H: Jest to algebra nad R generowana jako przestrze« wektorowa przez
cztery wektory 1, i, j, k speªniaj¡ce nast¦puj¡ce reguªy mno»enia:

1. 1 jest elementem neutralnym wzgl¦dem mno»enia;

2. i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j.

Wnioskiem z powy»szych reguª s¡ to»samo±ci ji = −k, kj = −i, ik = −j oraz mo»liwo±¢ reprezentacji
kwaterniona α1 +βi+γj+ δk w postaci α1 +βi+ (γ1 + δi)j, czyli za pomoc¡ pary liczb zespolonych
(α1 + βi, γ1 + δi). Inaczej, H = C⊕ Cj.

Reprezentacja macierzowa algebry H: �atwo si¦ przekona¢, »e nast¦pujace macierze speªniaj¡
powy»sze reguªy wzgl¦dem standardowego mno»enia macierzy:

1 :=

[
1 0
0 1

]
, i :=

[
0 i
i 0

]
, j :=

[
0 1
−1 0

]
,k :=

[
i 0
0 −i

]
.

Wszystkie kombinacje liniowe tych macierzy o wspóªczynnikach rzeczywistych b¦d¡ tworzyªy algebr¦
H.
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Prawa przestrze« wektorowa V nad H: Jest to prawy moduª nad H (lewy moduª daje nierównowa»ne
poj¦cie, poniewa» H jest nieprzemienna).

Operator H-liniowy na V de�niujemy jako odwzorowanie L : V → V b¦d¡ce mor�zmem H-
moduªów (czyli addytywne odwzorowanie, speªniaj¡ce L(vh) = L(v)h, v ∈ V, h ∈ H).

Forma zespolona VC kwaternionowej prawej przestrzeni liniowej V : Poniewa» C ⊂ H,
mamy struktur¦ przestrzeni C-liniowej na V . Form¦ zespolon¡ LC operatora H-liniowego L : V → V
de�niujemy podobnie jak w przypadku formy rzeczywistej operatora zespolonego (czyli zapominamy,
»e jest H-liniowy, a pami¦tamy, »e jest C-liniowy).

Struktura kwaternionowa na prestrzeni zespolonej V : Jest to struktura, która wyró»nia formy
zespolone przestrzeni kwaternionowych w±ród przestrzeni zespolonych. De�niuje si¦ jako operator
póªliniowy H : V → V o wªasno±ci H2 = − Id (jest odzwierciedleniem prawego mno»enia przez j).
Je±li H jest takim operatorem, wprowadzamy w V struktur¦ prawego H-moduªu przez vj := Jv
(dodawanie i mno»enie przez skalary zespolone ju» mamy). W szczególno±ci, wymiar przestrzeni V
nad C musi by¢ parzysty.

Mo»na pokaza¢, »e operator L : V → V jest form¡ zespolon¡ wtedy i tylko wtedy, gdy LH = HL.

Jak to si¦ przekªada na reprezentacje

Struktura rzeczywista R : W → W na reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest
to struktura rzeczywista na przestrzeni zespolonej V , b¦d¡ca operatorem splataj¡cym dla ρ. Z
powy»szych rozwa»a« wnioskujemy, »e W = V C, gdzie V := WR, oraz, »e istnieje taka reprezentacja
rzeczywista τ : G→ GL(V ), ze ρ(g) = τ(g)C dla ka»dego g ∈ G.

Reprezentacja kwaternionowa grupy G w prawej przestrzeni kwaternionowej V : Jest
to homomor�zm grup ζ : G → GLH(V ), gdzie przez GLH(V ) oznaczyli±my grup¦ odwracalnych
H-liniowych odwzorowa« z V w V .

Struktura kwaternionowa H : V → V na reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest
to z kolei struktura kwaternionowa na przestrzeni zespolonej V , b¦d¡ca operatorem splataj¡cym
dla ρ. Mo»emy wprowadzi¢ struktur¦ prawej H-przestrzeni liniowej na V oraz pokaza¢, »e istnieje
reprezentacja kwaternionowa ζ : G→ GLH(V ) taka, »e ρ(g) = ζ(g)C dla dowolnego g ∈ G.

Reprezentacja sprz¦»ona do reprezentacji zespolonej ρ : G → GL(V ): Jest to reprezentacja
ρ : G → GL(V ) w przestrzeni V zadana wzorem ρ(g) := ρ(g), g ∈ G. Reprezentacje ρ i ρ, na pozór
jednakowe, mog¡ by¢ nie równowa»ne. Istotnie, operator v 7→ v : V → V (czyli Id−) jest operatorem
splataj¡cym pomi¦dzy ρ i ρ, ale nie jest liniowy (jest póªliniowy). Ale mo»e te» istnie¢ nietrywialny
operator liniowy splataj¡cy, realizuj¡cy równowa»no±¢ ρ i ρ.

Lemat Niech ρ b¦dzie reprezentacj¡ nieprzywiedln¡ i równowa»n¡ z ρ i niech C : V → V b¦dzie
(liniowym) operatorem splataj¡cym, realizuj¡cym t¦ równowa»no±¢. Wtedy C jest okre±lony z dokªad-
no±ci¡ do czynnika liczbowego, który mo»na wybra¢ tak, »eby C− : V → V byªo struktur¡ rzeczywist¡
lub kwaternionow¡.

Dowód: Niech C ′ : V → V b¦dzie innym operatorem splataj¡cym, realizuj¡cym równowa»no±¢.
Wtedy C−1C ′ : V → V jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ) i wedªug lematu Schura musi

by¢ postaci λ Id dla pewnego λ ∈ C. Mamy wi¦c C ′ = λC. Zauwa»my, »e operator C : V → V = V
jest operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ), st¡d mo»emy poªo»y¢ C ′ := (C)−1 i dosta¢ (C)−1 =
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λC. Mamy wi¦c CC = (1/λ) Id, CC = (1/λ̄) Id. Poniewa» Tr(CC) = Tr(CC), skalar λ musi by¢
rzeczywisty. Teraz zauwa»my, »e CC = (C−)(C−). Zast¦puj¡c C przez

√
λC w przypadku λ > 0

lub przez i
√
|λ| w przypadku λ < 0, otrzymujemy wynik. �

Typy reprezentacji: Mówimy, »e reprezentacja zespolona ρ jest typu

1. zespolonego, je±li ρ i ρ nie s¡ równowa»ne;

2. rzeczywistego, je±li s¡ równowa»ne i C− po przeskalowaniu jest struktura rzeczywista;

3. kwaternionowego, je±li s¡ równowa»ne i C− po przeskalowaniu jest struktura kwaternionowa.

Twierdzenie (Frobeniusa�Schura) Niech χ b¦dzie charakterem nieprzywiedlnej zespolonej reprezen-
tacji ρ : G→ GL(V ) sko«czonej grupy G i niech

x :=
1

|G|
∑
g∈G

χ(g2)

Wtedy

1. x = 0 ⇐⇒ ρ jest typu zespolonego;

2. x = 1 ⇐⇒ ρ jest typu rzeczywistego;

3. x = −1 ⇐⇒ ρ jest typu kwaternionowego.

Dowod: zob. [Tra].

Przykªad: Rozwa»my naturaln¡ 1-wymiarow¡ reprezentacj¦ grupy cyklicznej Cn = {e, a, a2, . . . , an−1}
o charakterze χ, χ(aj) = εj, ε := ei2π/n. Reprezentacja ta nie mo»e byc typu kwaternionowego, bo
wymiar przestrzeni jest nieparzysty.

Z kolei, »eby reprezentacja ta byªa typu rzeczywistego warto±ci wªasne wszystkich operatorów
reprezentacji musz¡ by¢ rzeczywiste. To sugeruje, »e ta reprezentacja jest typu rzeczywistego tylko
w przypadku n = 2. Istotnie, w tym przypadku x = (1/2)(χ(e2) + χ(a2)) = (1/2)(χ(e) + χ(e)) = 1.

Dla n = 3 mamy x = (1/3)(χ(e2)+χ(a2)+χ(a4)) = (1/3)(χ(e)+χ(a2)+χ(a)) = (1/3)(1+ε2+ε) =
0.

Dla n = 4: x = (1/4)(χ(e2) + χ(a2) + χ(a4) + χ(a6)) = (1/4)(χ(e) + χ(a2) + χ(e) + χ(a2)) =
(1/4)(1 + (−1) + 1 + (−1)) = 0.

�wiczenie: Jak jest dla dowolnego n?
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