
Teoria grup I

Wykªad 12

1 Grupy Liego, cz. I

Grupa Liego: Jest to grupa (G, µ) taka, »e G jest wyposa»one w struktur¦ rozmaito±ci ró»niczkowej
o tej wªasno±ci, »e dziaªanie grupowe µ : G × G → G oraz odwzorowanie ε : g 7→ g−1 : G → G s¡
gªadkie.

Przykªad podstawowy: G := GL(n,R) = {X ∈ Mat(n,R) | detX 6= 0} grupa odwracalnych
macierzy n× n o wyrazach rzeczywistych. Funkcja det : Mat(n,R) ∼= Rn2 → R jest wielomianem na
Rn2

, wi¦c jest ci¡gªa. Wnioskujemy st¡d, »e zbiór {X ∈ Mat(n,R) | detx = 0} = det−1(0) ⊂ Rn2

jest domkni¦ty, a jego dopeªnienie GL(n,R) jest zbiorem otwartym w Rn2
. Mo»emy teraz wyposa»y¢

G w struktur¦ rozmaito±ci gªadkiej �odziedziczonej� z Rn2
.

Mno»enie macierzy µ : Mat(n,R)×Mat(n,R)→ Mat(n,R), (X, Y ) 7→ XY , jest odwzorowaniem
wielomianowym Rn2 × Rn2 → Rn2

, jest wi¦c gªadkie i zostaje takim po ograniczeniu do zbioru
otwartego G×G ⊂ Mat(n,R)×Mat(n,R).

Odwzorowanie ε : G → G,X 7→ X−1, jest zadane przez odwzorowanie wymierne na Rn2
, czyli

takie, »e jego skªadowe s¡ stosunkami wielomianów. Przy tym wielomian pojawiaj¡cy si¦ w mianown-
iku to wyznacznik. Ostatni nie zeruje si¦ na podzbiorze G ⊂ Rn2

, st¡d ε równie» jest odwzorowaniem
gªadkim.

Uwaga: Analogicznie mo»emy rozpatrywa¢ grup¦ G := GK(n,C) odwracalnych macierzy n × n o
wyrazach zespolonych. Mo»na j¡ rozpatrywa¢ jako podzbiór otwarty w Mat(n,C) ∼= Cn2 ∼= R2n2

i traktowa¢ jako grup¦ Liego. Istotnie, odwzorowania µ i ε b¦d¡ odpowiednio wielomianowym i
wymiernym (z niezeruj¡cym si¦ mianownikiem) odwzorowaniami od cz¦±ci rzeczywistych i urojonych
wyrazów macierzy.

Alternatywne spojrzenie polega na patrzeniu na G jako na rozmaito±¢ zespolon¡ i zespolon¡ grup¦

Liego.

Podgrupa Liego H ⊂ G w grupie Liego G: Jest to podgrupa, b¦d¡ca podrozmaito±¢i¡ gªadk¡ w
G. Grupa H sama jest grup¡ Liego. Istotnie, odwzorowania µ : G×G→ G i ε : G→ G ograniczone
do H ×H i H odpowiednio, s¡ gªadkie.

Przykªad: Niech G := GL(1,C) ∼= C∗, H := U(1) = {z ∈ GL(1,C) | zz̄ = 1}. Równanie zz̄ = 1
w zmiennych rzeczywistych ma posta¢ x2 + y2 = 1, czyli zadaje okr¦g jednostkowy, podrozmaito±¢
gªadk¡ w G.

Algebraiczne grupy liniowe: S¡ to podgrupyH ⊂ GL(n,R) grupy macierzy odwracalnych, b¦d¡ce
zbiorami algebraicznymi w Mat(n,R) ∼= Rn2

(zbiór H ⊂ Rm nazywamy algebraicznym, je±li istniej¡
wielomiany f1, . . . , fk na Rm takie, »e H := {x ∈ Rm | f1(x) = 0, . . . , fk(x) = 0}).
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Lemat Algebraiczne grupy liniowe s¡ podgrupami Liego w GL(n,R).

Dowód: Niech H := {x ∈ Rn2 | f1(x) = 0, . . . , fk(x) = 0} ⊂ GL(n,R) b¦dzie algebraiczn¡ grup¡
liniow¡. Rozwa»my macierz Jacobiego J [f ](x) = [ ∂fi

∂xj
] i poªó»my r := maxx∈H rank J [f ](x), P :=

{x ∈ H | rank J [f ](x) = r}. Zauwa»my, »e zbiór P jest niepusty.
Skorzystajmy z � jednorodno±ci� grupy H ⊂ GL(n,R). Dokªadniej, niech y ∈ H b¦dzie dowolnym

elementem, a x ∈ P . Wtedy istnieje h ∈ H taki, »e hx = y. Odwzorowanie Lh : GL(n,R) →
GL(n,R), g 7→ hg, jest dyfeomor�zmem. St¡d rank J [f ](y) = rank J [f ](x) = r.

Widzimy, »e rz¡d J [f ] jest staªy na caªym H. Z twierdzenia o staªym rz¦dzie wnioskujemy, »e H
jest powierzchni¡ (wymiaru n2 − r). �

Przykªad: G := SL(n,R) = {X ∈ GL(n,R) | detX = 1}, TeG = {x ∈ Mat(n,R) | Tr x = 0}.

Przykªad: G := SL(n,C) = {X ∈ GL(n,C) | detX = 1}.

Przykªad: G := O(n,R) = {X ∈ GL(n,R) | XXT = In}.

Przykªad: G := SO(n,R) = O(n,R) ∩ SL(n,R)

Przykªad: G := Sp(n,R) = {X ∈ GL(2n,R) | XJXT = J}, tutaj J :=

[
0 In
−In 0

]
.

Przykªad: G := U(n) = {X ∈ GL(n,C) | XXT
= In}

Przykªad: G := SU(n) = U(n) ∩ SL(n,C).

Przykªad: G := Sp(n) = {X ∈ GL(n,H) | XXT
= In}, tutaj GL(n,H) oznacza grup¦ odwracal-

nych macierzy n×n owyrazach kwaternionowych, a X oznacza macierz otrzyman¡ z macierzy X za-
stosowaniem sprz¦»enia kwaternionowego do ka»dego wyrazu: α1 + βi+ γj + δk = α1−βi−γj−δk.

Przykªad podgrupy nie b¦d¡cej podgrup¡ Liego: Zauwa»my, »e podgrupa Liego H ⊂ G jest
podzbiorem domkni¦tym w grupie Liego G. Do zbudowania takiego przykªadu wystarczy wi¦c znale¹¢
podgrup¦ niedomkni¦t¡.

Przykªad: Grupa (R,+) jest grup¡ Liego a jej podgrupa Q liczb wymiernych nie jest domkni¦ta:
Q = R.
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