'Teoria grup I

Wyktad 12

1 Grupy Liego, cz. I

Grupa Liego: Jest to grupa (G, p) taka, ze G jest wyposazone w strukture rozmaitosci rozniczkowej
o tej wlasnosci, ze dzialanie grupowe i : G x G — G oraz odwzorowanie € : g — ¢! : G — G s3
gladkie.

PRZYKLAD PODSTAWOWY: G := GL(n,R) = {X € Mat(n,R) | det X # 0} grupa odwracalnych
macierzy n X n o wyrazach rzeczywistych. Funkcja det : Mat(n, R) = R™ — R jest wielomianem na
R™, wiec jest ciagla. Wnioskujemy stad, ze zbior {X € Mat(n,R) | detz = 0} = det™1(0) ¢ R™’
jest domkniety, a jego dopelnienie GL(n,R) jest zbiorem otwartym w R™. Mozemy teraz wyposazy¢
G w strukture rozmaitosci gtadkiej ,odziedziczonej” z R,

Mnozenie macierzy p : Mat(n, R) x Mat(n, R) — Mat(n,R), (X,Y) — XY, jest odwzorowaniem
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wielomianowym R™ x R™ — R™ jest wiec gladkie i zostaje takim po ograniczeniu do zbioru
otwartego G x G C Mat(n,R) x Mat(n,R).

Odwzorowanie € : G — G, X +— X!, jest zadane przez odwzorowanie wymierne na R czyli
takie, ze jego sktadowe sa stosunkami wielomianéw. Przy tym wielomian pojawiajacy sie w mianown-
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iku to wyznacznik. Ostatni nie zeruje sie na podzbiorze G C R™", stad e rowniez jest odwzorowaniem
gladkim.

Uwaga: Analogicznie mozemy rozpatrywaé grupe G := GK(n,C) odwracalnych macierzy n x n o
wyrazach zespolonych. Mozna ja rozpatrywaé jako podzbior otwarty w Mat(n, C) = cr* ~ R
i traktowac¢ jako grupe Liego. Istotnie, odwzorowania p i € beda odpowiednio wielomianowym i
wymiernym (z niezerujacym sie mianownikiem) odwzorowaniami od czesci rzeczywistych i urojonych
wyrazOw macierzy.

Alternatywne spojrzenie polega na patrzeniu na G jako na rozmaitosé zespolong i zespolong grupe
Liego.

Podgrupa Liego H C G w grupie Liego G: Jest to podgrupa, bedaca podrozmaitosécia gtadky w
G. Grupa H sama jest grupa Liego. Istotnie, odwzorowania pu: G x G — G i € : G — G ograniczone
do H x H i H odpowiednio, sa gladkie.

PRzZYKEAD: Niech G := GL(1,C) = C*, H :=U(1) = {z € GL(1,C) | 2z = 1}. Rownanie 2z = 1
w zmiennych rzeczywistych ma posta¢ x? + y? = 1, czyli zadaje okreg jednostkowy, podrozmaito$é
gltadka w G.

Algebraiczne grupy liniowe: Sg to podgrupy H C G L(n,R) grupy macierzy odwracalnych, bedace

zbiorami algebraicznymi w Mat(n, R) = R™ (zbior H C R™ nazywamy algebraicznym, jesli istnieja
wielomiany fy,..., fr na R™ takie, ze H := {x € R™ | fi(z) =0,..., fe(z) = 0}).



LEMAT Algebraiczne grupy liniowe sq podgrupami Liego w GL(n,R).

Dowdd: Niech H := {z € R” | fy(z) = 0,..., fe(z) = 0} € GL(n,R) bedzie algebraiczna grupa

liniowa. Rozwazmy macierz Jacobiego J[f](x) = [2£] i polézmy 7 := max,ey rank J[f](z), P =

Ox;
{z € H | rank J[f](z) = r}. Zauwazmy, ze zbiér P jest niepusty.

Skorzystajmy z ,,jednorodnosci” grupy H C GL(n,R). Doktadniej, niech y € H bedzie dowolnym
elementem, a * € P. Wtedy istnieje h € H taki, ze hx = y. Odwzorowanie L, : GL(n,R) —
GL(n,R), g — hg, jest dyfeomorfizmem. Stad rank J[f](y) = rank J[f](x) = 7.

Widzimy, ze rzad J[f] jest staly na calym H. Z twierdzenia o stalym rzedzie wnioskujemy, ze H
jest powierzchnia (wymiaru n? —r). O
PRZYKEAD: G := SL(n,R) ={X € GL(n,R) | det X =1}, T.G = {z € Mat(n,R) | Trz = 0}.
PRZYKEAD: G := SL(n,C) ={X € GL(n,C) | det X = 1}.

PRZYKEAD: G :=O(n,R) ={X € GL(n,R) | XX* =1,}.
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PRZYKEAD: G := SO(n,R) = O(n,R) N SL(n,R)
G

PRZYKEAD: G := Sp(n,R) = {X € GL(2n,R) | XJXT = J}, tutaj J := { _0[ 161 ]

PRZYKEAD: G :=U(n) ={X € GL(n,C) | XX = I}
PRZYKEAD: G := SU(n) =U(n) N SL(n,C).

PRZYKEAD: G := Sp(n) ={X € GL(n,H) | xXx' = I,,}, tutaj GL(n,H) oznacza grup¢ odwracal-
nych macierzy n X n owyrazach kwaternionowych, a X oznacza macierz otrzymana z macierzy X za-
stosowaniem sprzezenia kwaternionowego do kazdego wyrazu: al + Bi + vj + 0k = al — i —vj —dk.

Przyklad podgrupy nie bedacej podgrupa Liego: Zauwazmy, ze podgrupa Liego H C G jest
podzbiorem domknietym w grupie Liego GG. Do zbudowania takiego przyktadu wystarczy wiec znalez¢
podgrupe niedomknietq.

PRZYKELAD: Grupa (R, +) jest grupa Liego a jej podgrupa Q liczb wymiernych nie jest domknieta:
Q=R.



