'Teoria grup I

Wyktad 13

1 Grupy Liego, cz. II

Algebra Liego (V,[,]): Jest to przestrzen wektorowa V nad cialem K wyposazona w dzialanie
2-liniowe (z,y) — [z,y] : V x V — V| speliajace nastepujace warunki:

L. [z,y] = —[y,z| YVa,y € V (skosna symetria);

2. [z, [y, 2]] + [y, [z, x]] + [z, [z, y]] = 0 Vz,y,2z € V (tozsamos¢ Jacobiego).

PRZYKEAD: Niech (A,-) bedzie dowolna algebra taczna. Wtedy (A, [,]), gdzie [z,y] =z -y —y -z
jest algebra Liego (Cwiczenie: sprawdzi¢). W szczegolnosci, Mat(n, K) z komutatorem macierzowym
jest algebra Liego. Oznaczamy gl(n,K) := (Mat(n,K), [,]).

Ogolniej, jesli W jest dowolng przestrzenia wektorowa, zbior End (W) endomorfizméw przestrzeni
W (czyli operatorow liniowych L : W — W) jest algebra Liego.

Homomorfizm algebr Liego (Vi,[,]1) i (V2,[,]2): Jest to odwzorowanie liniowe ¢ : V; — Vj
zachowujace ,nawiasy”, czyli ¢lx, y|, = [px, pyls Vo, y € V).

Cwiczenie: Niech (V,[,]) bedzie przestrzeia wektorowa wyposazong w dzialanie 2-liniowe skosnie
symetryczne. Okreslmy operator ad, € End(V) wzorem ad,y := [z,y],z,y € V. Pokaza¢, ze
tozsamos¢ Jacobiego (TJ) jest rownowazna nastepujacemu warunkowi: [ad,, ad,] = ad[,,) (W szczegol-
nosci, jesli [,] spetnia TJ, to odwzorowanie x — ad, : V — End(V) jest homomorfizmem algebr
Liego).

Podalgebra h C g algebry Liego (g,[,]): Jest to podprzestrzen liniowa w g zamknieta ze wzgledu
na nawias: [h, ] C b.

PRZYKEAD: Podprzestrzen sl(n,R) C gl(n,R) macierzy bezsladowych (mamy Tr([z,y]) = Tr(zy —
yz) = 0 dla dowolnych z,y € gl(n,R), w szczegolnosci komutator macierzy bezsladowych jest bezslad-
owy).

PRZYKEAD: Podprzestrzeni o(n,R) C gl(n, R) macierzy skosnie ortogonalnych, czyli takich macierzy
z,2¢ x = —x1. Dla z,y € o(n,R) mamy [z,y|]” = (zy — yx)T = yT2T — 2Ty? = yxr — 2y = —[z,y].

Algebra Liego rézniczkowan algebry lacznej (A,-): Rdzniczkowaniem algebry lacznej nazy-
wamy odwzorowanie liniowe d : A — A spelniajace warunek d(x - y) = dz - y + x - dy. Rozniczkowa-
nia tworza podprzestrzen D C End(A) i, ponadto, podalgebre Liego w (End(A),[,]). Istotnie,
(didy — dody)(z - y) = di(dax -y + x - doy) — do(dyx -y + @ - dyy) = dydex - y + dox - dyy + dyx - doy +
x - dydey — (dedyx - y + dyx - doy + dox - dvy + x - dodyy) = (didy — dady)x -y + - (dydy — dady)y.



Algebra Liego Vect(M) p6l wektorowych na rozmaitosci gtadkiej M: Rozwazmy przestrzei
(C>*(M,R),-) funkcji gtadkich na M o wartosciach rzeczywistych ze struktura (przemiennej) algebry
lacznej wzgledem mnozenia punktowego funkcji. Rozniczkowania tej algebry nazywaja sie polams
wektorowyms na M i tworza algebre Liego wzgledem komutatora.

Inaczej na pola wektorowe mozna patrze¢ jako na ciecia gladkie wiazki stycznej TM - M.
Elementami T'M sa pary (v,z), gdzie x € M, a v jest wektorem stycznym do M zaczepionym w
punkcie z. Zbior wszystkich takich wektorow, czyli wlokno nad xz, oznaczamy T,M. Kazde pole
wektorowe ma wiec posta¢ (v(x),x), gdzie x € M, a wektor v(z) € T, M gladko zalezy od punktu z.

Wiazka T'M jest wiazka lokalnie trywialna, czyli jej ograniczenie TU na maly podzbiér otwarty
U C M moze byé¢ utozsamione z wigzka trywialng R" x U — U, gdzie n = dim M, a jej ciecia
moga by¢ utozsamione z parami (f(z),x), gdzie x € U, a f : U — R, f(z) = (f'(x),..., f"(z))
jest funkcja gtadka. Utozsamienie wlokien wiazki TU z R” jest zwiazane z wyborem wspotrzednych
lokalnych (z!,...,2") na U. Alternatywnie, pole wektorowe zapisujemy jako f = f'0; (sumowanie
po i), gdzie 9; := %, a jego dzialanie na funkcje F' € C*(U, R) wyglada nastepujaco: fF = f(O;F)
(jest rézniczkowaniem w sensie powyzszej definicji).

Dla komutatora po6l wektorowych mamy nastepujacy wzor:

[f.9'(z) = F(2)(0;9' (x)) — ¢’ (2)(0; [ (x))
(Cwiczenie: sprawdzic).

Zachowanie pol wektorowych wzgledem dyfeomorfizméw ¢ : M — M: Kazdy taki dyfeo-
morfizm generuje odwzorowanie styczne 1, : TM — TM, ktore na parach (v,x),z € M,v € T, M,
bedziemy zapisywali jako 1, (v, ) = (¢Yu|,v,90(2)), tutaj .|, : ToM — Ty M jest pewnym odw-
zorowaniem liniowym. Jesli o (zo) = yo, i jesli (x!,... 2"), (v}, ..., y") sa wspotrzednymi lokalnymi
w otoczeniach X 3 x¢, Y 3 yo, odwzorowanie 1) mozna zada¢ jako n-tke funkcji (x!,... 2") — (y' =
YH(x),...,.y" = Y"(x)). Odwzorowanie |, : T,M = R" x {z} — TymyM = R" x {¢(z)} pokrywa

sie wtedy z macierzg Jacobiego

ot ... o
J[Y](z) == : :
Ot ... O

traktowang jako odwzorowanie liniowe R" — R".

Odwzorowanie 1, dziala na pola wektorowe: Vect(M) > f — . f € Vect(M), f = (f(x),x) —
(J[W)(z) f(x),¥(z)). Okazuje sie, ze 1, : Vect(M) — Vect(M) jest homomorfizmem algebry Liego,
czyli . [f, 9] = [uf, Yug] (Cwiczenie: sprawdzic).

Algebra Liego lewoniezmienniczych p6l wektorowych na grupie Liego G: Dla g € G
okreslmy odwzorowanie lewej translacji Ly, : G — G wzorem Ly,x := gx. Majac element v € T.G
mozemy zbudowaé pole wektorowe v € Vect(G) kladzac v' = ((Ly).|ev,g). Tak okreslone pole
wektorowe jest lewoniezmiennicze, czyli (L,).v' = v'. Istotnie, jesli v = (v!(g), g), to (Ly )" =

((Lg/)*’gvl(g)ng’g) = ((Lg)slg(Lg)slev, 9'9) = (Ly Lyg)<lev, g'g) = ((Lyrg)s :

U, 9'g) = v'. Tutaj sko-
rzystaliémy z tozsamosci (1) o 1), = 1, o ., gdzie ¥, n sa dowolnymi dyfeomorfizmami.

Odwrotnie, jesli pole w € Vect(G) jest lewoniezmiennicze, to w = o', gdzie v := w(e). Mamy
wiec utozsamienie zbioru g lewoniezmienniczych p6l wektorowych z wioknem 7,G. Okazuje sie, ze g
jest podalgebra Liego w Vect(G). To wynika z nastepujacego lematu.
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LEMAT Niech (V,[,]) bedzie algebrq Liego, a U pewnym zbiorem jej homomorfizméw. Wtedy zbior
VY .={x eV |y(x)=x Y € U} jest podalgebrq Liego.

Dowdd: Niech x,y € V¥, wtedy dla kazdego 1 € ¥ mamy [x,y] = [vx,vy] = [z,y], czyli [z,y] €
VY.
Algebra Liego g grupy Liego G: Jest to okreslona powyzej algebra Liego p6l lewoniezmienniczych
na G. Oznaczamy tez g = Lie(G). Zauwazmy, Ze, poniewaz odwzorowanie ¢ : T.G — g,v — o',
jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, dimg = n = dim GG. Ponadto, uzywajac tego izomorfizmu,
mozemy ,przenie$¢” strukture algebry Liego z g na T.G wedlug wzoru [v,w] = ¢, '[pv, dyw] =
[v!, w!](e).

Dlatego tez czesto pod ,algebra Liego” grupy G rozumie sie przestrzen 7T,G wyposazona w
POWYZSZY nawias.

PRZYKEAD: Niech G := GL(n,R). Poniewaz G jest zbiorem otwartym w R™, mamy TG = R" x G
i kazde pole wektorowe jest postaci (V(X), X), gdzie V(X) jest gltadka funkcja na G o wartosciach
macierzowych: V(X) = . Latwo widzie¢, ze jesli V € T;G = Mat(n,R),
V(X)) o V(X))

to V! = (XV,X). Innymi stowy, V! = X;;Vjz0p. Stad [VL,WY'* = (X;;Vip0u Xy W) —
(Xij WO Xijr Vi) = (XijViniorOrjo Wi ) — (Xig Wi Oeje Vi) = (Xirj VW) — (Xirj Wi View) =
X[V, Wl = ([V, W])"¥. Stad struktura algebry Liego na T;G = Mat(n,R) ,przeniesiona” z
algebry Liego p6l lewoniezmienniczych pokrywa si¢ z gl(n,R).

Cwiczenie: Niech H C G bedzie podgrupa Liego grupy Liego G. Pokaza¢, ze podprzestrzen T,H C
T.G jest podalgebra Liego w algebrze Liego g = T.G i, co wiecej, T. H jako algebra Liego pokrywa
sie z h = Lie(H).

PRZYKEAD: Niech G := GL(n,R),H := O(n,R). Wtedy T;G = g = gl(n,R), a podprzestrzen
T;H moze by¢ obliczona jako zbior wektorow stycznych w zerze do krzywych gladkich ¢ — ¢(t) €
O(n,R),c(0) = I. Roézniczkujac tozsamosé c(t)(c(t))? = I w zerze, otrzymujemy ¢ (0)(c(0))T +
c(0)(<(0))T =0, skad (0) + (<(0))T = 0. Wnioskujemy stad, ze Ty H sklada si¢ z macierzy skosnie
ortogonalnych i ze h = o(n, R).

Twierdzenia Liego

TWIERDZENIE (I twierdzenie Liego) Jesli dla skoriczenie wymiarowej algebry Liego g istnieje grupa
Liego G taka, 7e g = Lie(G), to istnieje tez jedyna jednospdina grupa Liego G' o wlasnosci g =
Lie(G").

Uwaga: Jednospojnosé oznacza sciggalnosé kazdej petli.

PRzZYKEAD: Grupy Liego (R, +) i U(1) maja te sama algebre Liego R (z nawiasem zerowym [z, y] =
0 Vz,y € R. Pierwsza z nich jest jednosp6jna, druga nie.

TWIERDZENIE (1] twierdzenie Liego) Niech ¢ : g1 — go bedzie homomorfizmem skoriczenie wymi-
arowych algebr Liego i niech G, Gy bedg takimi grupami Liego, ze g; = Lie(G;),i = 1,2. Jesli Gy
jest jednospdjna, to istnieje jedyny homomorfizm grup Liego ® : Gy — G ,catkujgcy” ¢.



Uwaga: Homomorfizmem grup Liego nazywamy odwzorowanie ¢ : G; — G bedace 1) homomor-
fizmem grup; 2) odwzorowaniem gtadkim. Okazuje sie, ze odwzorowanie ®,|., : T.,G; — T.,G2 jest
homomorfizmem odpowiednich algebr Liego ¢ := ®.|., : g1 — g2. Mowimy, ze @ ,calkuje” ¢.

TWIERDZENIE (III twierdzenie Liego) Dla kazdej skoriczenie wymiarowej algebry Liego g istnieje
grupa Liego G taka, ze g = Lie(G).

Twierdzenia Liego pokazuja, ze badanie grup Liego w duzej mierze sprowadza sie do badania

algebr Liego.



