Teoria grup I

Wyktad 2

1 Wprowadzenie do wykladu, cz. 11

Grupy ,dyskretne”: 7", ,symetrie podtogi” (nieskorniczone), S, D, (skorniczone).

Grupy ,ciagle” (R", +), (R, "), (R, ), (Cro, ), GL(X), SL(X),O(1, 3) (niezwarte), U(1), O(X),
SO(X) (zwarte).

Grupy topologiczne (Liego): Sa to grupy (G, ) takie, ze G jest wyposazone w strukture przestrzeni
topologicznej (rozmaitosci rozniczkowej) o tej whasnosci, ze odwzorowanie p : G X G — G oraz odw-
zorowanie € : g — g1 : G — G sa ciagle (gladkie).

Uwaga: Jesli G jest grupa topologiczna (Liego), w ponizszych definicjach wymagamy ciatosci (glad-
kosci) wszystkich odwzorowan.

Reprezentacja grupy G w przestrzeni liniowej X: dziatanie v : G x X — X takie, ze dla
kazdego g € G odwzorowanie v(g,-) : X — X jest liniowe.

Przyklad: naturalna reprezentacja grup GL(X),SL(X),0(X),SO(X),0(1,3),D,, w przestrzeni
X.

Homomorfizm grup: Odwzorowanie f : G; — G5 pomiedzy dwiema grupami o wtasnosciach:
fler) =e2, f(a-1b) = f(a)-2 f(b) Va,be Gh.

Izomorfizm grup: Homomorfizm f : G; — G2 bedacy bijekcja. Uwaga: Odwrotne odwzorowanie
[t : Gy — Gy automatycznie jest homomorfizmem: f~'(c-d) = f~1f(f () - fF(f71(d))) =
P - ) = SO - f).

Grupa automorfizméw grupy G: Nawiasem mowigce, otrzymaliSmy jeszcze jeden przyktad grupy
Sx,e: 6 jest struktura grupy na zbiorze X = G, a Sxe grupa izomorfizméow z G w G, ktore
nazywamy automorfizmami G. Oznaczamy Aut(G) := Sg e.

PRzZYKEAD: Dla dowolnej G odwzorowanie Idg : G — G jest przykladem izomorfizmu, a odw-
zorowanie f : G — {*} homomorfizmu.

PRZYKEAD: exp(-) : (R, +) — (R, -) homomorfizm, exp(-) : (R,+) — (R, -) izomorfizm.
PRZYKEAD: exp(2mi-) : (R,+) — (C, -) homomorfizm.

PRZYKEAD: f : U(1) — SO(R?) izomorfizm, tutaj SO(R?) grupa obrotéw plaszczyzny, f odw-
zorowuje liczbe €' w obrot o kat ¢.



Roéwnowazno$é dzialan: Dziatania v; : Gy x X7 — X111 1 Gy x Xy — X, nazywaja sie
rownowaznymi, jesli istnieje izomorfizm grup f : Gi7 — G2 oraz bijekcja h : X; — X, takie, ze
nastepujacy diagram jest przemienny:

Gl XX1L>X1

lth lh
G2 X X2 L>X2
czyli h(v1(g,z)) = 1a(f(g9),h(z)) V g € G1,z € X;.

Wazne pytania matematyczne:
1. Sklasyfikowa¢ grupy z doktadnoscig do izomorfizmu;
2. Sklasyfikowa¢ dziatania (w tym reprezentacje) z dokladnoscia do rownowaznosci.

Sklasyfikowa¢” w ideale oznacza: 1) sporzadzié¢ liste ,cegielek”, czyli prostych”! obiektow (grup w
przypadku 1., czy w przypadku 2. dzialan ustalonej grupy), ktorych strukture znamy; 2) okresli¢ pro-
cedure budowania 7 ,cegietek” bardziej skomplikowanych obiektow; 3) podac kryteria, kiedy wybrany
obiekt jest izomorficzny (rownowazny) z jednym z obiektow zbudowanych z ,cegietek”.

W rzeczywistosci, takie listy ,cegietek” istnieja, ale istnieja tez obiekty nie ,poddajace sie klasy-
fikacji”.

Naszym najblizszym celem bedzie zdefiniowanie ,cegietek” w przypadku grup.
Jadro homomorfizmu f : G; — Go: ker f := f~!(e3).
Podgrupa normalna: Podgrupe H C G nazywamy normalng, jesli gHg=* C H dla wszystkich
g €G.

Zwigzek pomiedzy grupami normalnymi a jadrami homomorfizméw:

TWIERDZENIE Podzbior H C G grupy G jest podgrupg normalng wtedy i tylko wtedy gdy jest jadrem
pewnego homomorfizmu f: G — Gs.

Dowdd: (<=) Niech f: G — G5 bedzie homomorfizmem, a H := ker f. Wtedy
a,b€ H=> f(a) = e, f(b) = e2 => f(ab) = f(a)f(b) = e2e2 = €3 => ab € H;

acH= fla')=(f(a)) ' =e;' =y =0a"' € H;
flgHg™) = f(o) f(H)f(g7") = f(g)ea(f(9)) ™" = €2 = gHg™' C H.
Dowod implikacji (=) pokrywa sie z nastepujaca konstrukcja.

Grupa ilorazowa G/H i homomorfizm naturalny G — G/H: Niech G bedzie grupa z dzi-
ataniem p: G x G — G a H C G bedzie dowolna podgrupa. Wtedy ograniczenie p|gxy daje prawe
dziatanie grupy H na zbiorze GG. Orbita elementu g € G pod wzgledem tego dzialania ma postaé

1Stowo ,,prostych” piszemy w cudzystowie, poniewaz ,cegietki” moga mie¢ dosyé skomplikowans strukture. Na
przyktad tzw. grupa Potwér (ang. Monster), bedaca grupa prosta w sensie definicji, ktéra poznamy za moment, liczy
246.320.59.76.112.133.17-19-23-29-31-41-47-59-71 = 808017424794512875886459904961710757005754368000000000 ~
8 - 1053 elementéw, zob. http://en.wikipedia.org/wiki/Monster _group



gH = {gh | h € H} i nazywa sie prawq warstwa g ze wzgledu na H. Zbior takich warstw oznaczamy
G/H. Zbior G jest suma rozlaczna warstw (jako ze dowolny zbior z dzialaniem grupy jest sumag
roztaczng orbit). Ponadto, wszystkie warstwy maja jednakowa moc, rowng mocy H: odwzorowanie
H > h— gh € gH jest bijekcja.

LEMAT Niech H C G bedzie podgrupg normalng. Wtedy:

1. kazda prawa warstwa gH pokrywa sie z lewg warstwg Hg :== {hg | h € H};

2. wzor gH - ¢H = (g - ¢')H zadaje poprawnie okreslone dziatanie i : G/H x G/H — G/H
spetniajgce aksjomaty dziatania grupowego;

3. odwzorowanie m : G — G/H, ©(g) := gH jest homomorfizmem grup.

Dowdd: 1. gHg ' C H < gHg ' = H <= gH = Hyg

2. Poprawno$¢: niech gy € gH,g) € ¢'H, wtedy istnieja h € H,h' € H' takie, ze g, = gh,g; = ¢'I.
Mamy g1 H - g1H = (g1 - g1)H = ghg'WH = ghg'H = ghHg' = gHg' = gg'H.

Lacznosé: (gH-g'H)-g"H = (99')H -g"H = (99')9"H = g(g'q")H = gH - (¢'g")H = gH - (¢’H -g"H).
Element neutralny: eHgH = egH = gH = geH = gHeH.

Element odwrotny: ¢ 'HgH = g 'gH = eH = g9 'H = gHg ' H.

3. m(99') = 99'H = gHg'H = n(g9)n(g'),m(e) = eH. O

Uwaga I: Homomorfizm 7 jest epimorfizmem (czyli jest surjektywny). Uwaga II: Zeby jaki§ epi-
morfizm f : G; — G byl izomofrizmem, wystarczy i dosy¢, zeby jego jadro bylo trywialne (tj.
ker f = {e1}) (Cwiczenie).

Obraz homomorfizmu:

LEMAT Obraz Hy := im f homomorfizmu f : G1 — Gy jest pogrupg w G izomorficzng z G1/Hy,
gdzie Hy := ker f.

Dowadd: Jesli a,b € Hy, to istnieja a;,b; € Gy takie, ze f(a1) = a, f(by) = b. Wtedy f(a1b) =
f(ay)f(by) = ab, czyli Hy - Hy C Hy. 7 kolei, f(a;') = (f(a1))™! = a~! implikuje (Hy)™' = Hs.

Szukany izomorfizm okreslimy wzorem G,/H; > gH; N f(g) € Hy. Odwzorowanie f jest
okreglone poprawnie: jesli ¢’ € gH inny przedstawiciel warstwy, to ¢'¢g~' = h dla pewnego h € H, i
F()(f(g)™F = f(h) = es skad f(g') = f(g). Podobnie sprawdzamy, ze jest homomorfizmem oraz
ze ma trywialne jadro. [J

PrzYKLAD: Kazda podgrupa H grupy abelowej G jest normalna. W szczegoblnosci, jesli wezmiemy
G =7, H = nZ, otrzymujemy grupe cykliczng Z,, := Z/nZ.

PRZYKLAD: Obrazem homomorfizmu exp(27i-) : (R, +) — (Co, -) jest podgrupa U(1) C (Cy, ), a
jego jadrem podgrupa (Z,+). Mamy wiec izomorfizm R/Z = U(1).

PRZYKEAD: Niech sign : S, — (R, ) homomorfizm odwzorowujacy permutacje 7 w £1 w za-
leznosci od znaku 7. Jadrem jest tutaj grupa alternujgca A, permutacji parzystych, a obrazem
grupa 2-elmentowa {1} izomorficzna z Zs. Mamy izomorfizm S,, /A, = Zs.

PRZYKELAD: Niech G bedzie dowolng grupa. Okreslmy odwzorowanie ¢ : G — Aut(G) wzorem
g — Ay, Ay(h) := ghg™' (poprawnosé: Ay(hh') = ghh'g™ = ghg~tgh'g™" = Ay (h)A, (W), Ay(e) =



e,A;t = Ag1). Ponadto, samo ¢ jest homomorfizmem: Agy = Ago Ay, A, = Idg. Jego obraz
Int(G) C Aut(G) nazywamy grupa automorfizméw wewnetrznych.
Okazuje sie, ze Int(G) podgrupa normalna w Aut(G): jesli f : G — G dowolny automorfizm, to
foAgof=Hh) = fglf'(M)]g™") = f(g)fIf T (M]f(g™") = Asigy(R), czyli folnt(G)o f1 C Int(G).
Grupe ilorazowa Out(G) := Aut(G)/Int(G) nazywamy grupa automorfizmdw zewnetrznych grupy
G.

Grupy proste: Sa to grupy G nie posiadajace nietrywialnych (czyli rozniacych sie od G i {e})
podgrup normalnych.

Uwaga: W przypadku grup topologicznych lub Liego w definicji grup prostych dopuszczamy istnienie
nietrywialnych normalnych podgrup dyskretnych?. Np. prosta grupa Liego SL(R?) ma nietrywialng
dyskretng podgrupe normalng {+7}.

To wlasnie grupy proste sg cegietkami, ,,dajacymi sie sklasyfikowa¢”.

2Dyskretnosé¢ podgrupy H C G oznacza dyskretnosé H jako przestrzeni topologicznej, czyli istnienie dla kazdego
punktu h € H otoczenia nie przecinajacego sie z otoczeniami innych punktéw z H.
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