
Teoria grup I
Wykªad 3

1 Iloczyny proste i póªproste oraz rozszerzenia grup, cz. I
Poni»ej okre±limy sposoby �sklejania cegieªek�, czyli budowania z kilku grup jednej, bardziej skomp-
likowanej grupy.
Iloczyn prosty grup G1, . . . , Gn: Jest to zbiór G1× · · ·×Gn wyposa»ony w dziaªanie (g1, . . . , gn) ·
(h1, . . . , hn) := (g1h1, . . . , gnhn) z elementem neutralnym (e1, . . . , en) oraz (g1, . . . , gn)−1 := (g−1

1 , . . . ,
g−1

n ).
Przykªad: Grupa GL+(2,R) := {A ∈ Mat(2,R) | det A > 0} jest izomor�czna z R>0 × SL(2,R),
gdzie SL(2,R) := {A ∈ Mat(2,R) | det A = 1}. Rzeczywi±cie, izomor�zm zadajemy wzorem
F : R>0 × SL(2,R) → GL+(2,R), F ([x,X]) := xX a jego odwrotno±¢ to Z → [

√
det Z, Z/

√
det Z].

Iloczyn póªprosty G2 n G1 grup G2 i G1: Zaªó»my, »e mamy dziaªanie grupy G2 na grupie G1,
�respektuj¡ce struktur¦ grupy� na G1. Innymi sªowy, zadany jest homomor�zm f : G2 → Aut(G1)
(w takiej sytuacji mo»na te» powiedzie¢, »e jest zadana reprezentacja grupy G2 w grupie G1).

Okre±lamy dziaªanie na zbiorze G2×G1: [g2, g1] · [h2, h1] := [g2 ·h2, g1 · fg2h1] (tutaj oznaczyli±my
fg2h1 := f(g2)h1).
�¡czno±¢: ([g2, g1] · [h2, h1]) · [j2, j1] = [g2 · h2, g1 · fg2h1] · [j2, j1] = [(g2 · h2) · j2, (g1 · fg2h1) · fg2·h2j1] =
[g2 ·h2 ·j2, (g1 ·fg2h1)·(fg2◦fh2j1)] = [g2 ·h2 ·j2, g1 ·(fg2h1 ·fg2(fh2j1))] = [g2 ·(h2 ·j2), g1 ·(fg2(h1 ·fh2j1))] =
[g2, g1] · [h2 · j2, h1 · fh2j1] = [g2, g1] · ([h2, h1] · [j2, j1])
Element neutralny: [e2, e1]
Element odwrotny: [g2, g1]

−1 := [g−1
2 , fg−1

2
g−1
1 ]

Inne oznaczenie dla G2 nG1 to G2 ×f G1.
Przykªad: Grupa O(R2) liniowych odwracalnych przeksztaªce« ortogonalnych pªaszczyzny euk-
lidesowej jest izomor�czna z iloczynem Z2 n SO(R2) grupy Z2 = {±1} z grup¡ obrotów SO(R2).
Rzeczywi±cie, O(R2) jest izomor�czna z grup¡ O(2,R) = {A ∈ Mat(2,R) | AAT = I} = {

[
a b
c d

]
|

a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1, ac + bd = 0} a SO(R2) z SO(2,R) = {A ∈ O(2,R) | det A = 1}).
Okre±lmy homomor�zm f : {±1} → Aut(SO(2,R)) wzorem 1 7→ Id,−1 7→ L, gdzie L : Oφ 7→

O−φ, tutaj Oφ :=

[
cos φ − sin φ
sin φ cos φ

]
) jest macierz¡ obrotu o k¡t φ. Zauwa»my, »e L rzeczywi±cie jest

elementem Aut(SO(2,R)): odwzorowanie L : SO(2,R) → SO(2,R) jest ograniczeniem do SO(2,R)

automor�zmu wewn¦trznego Ag grupy O(2,R), gdzie g =

[
0 1
1 0

]
(�wiczenie: sprawdzi¢ ten fakt).

Ponadto, poniewa» g2 = I, odwzorowanie f jest homomor�zmem.
Zostaªo zbudowa¢ izomor�zm F : Z2 ×f SO(2,R) → O(2,R). Poªó»my σ(1) := 0, σ(−1) := 1

oraz F ([x,X]) := Xgσ(x) (mamy f(x) = Agσ(x)). Wtedy F ([x,X] · [y, Y ]) = F ([xy, XAgσ(x)(Y )]) =
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Xgσ(x)Y gσ(x)gσ(xy) = Xgσ(x)Y gσ(x2y) = Xgσ(x)Y gσ(y) = F ([x,X])·F ([y, Y ]). Homomor�zm odwrotny:
F−1(Z) := [det Z,Zgσ(det Z)]. (�wiczenie: sprawdzi¢, »e FF−1(Z) = Z oraz F−1F ([x,X]) = [x,X].)
Przykªad: Grupa GL(2,R) := {A ∈ Mat(n,R) | det A 6= 0}, jest izomor�czna z R∗ n SL(2,R),
gdzie SL(2,R) : {A ∈ Mat(2,R) | det A = 1}, a R∗ to inne oznaczenie dla grupy (R6=0, ·). Rzeczy-
wi±cie, okre±lmy odwzorowanie τ : R∗ → {0, 1}, τ(x) := σ(sign(x)), oraz homomor�zm f : R∗ →
Aut(SL(2,R)), f(x) := Agτ(x) . Izomor�zm F : R∗ ×f SL(n,R) → GL(n,R) okre±lamy wzorem
F ([x, X]) := xXgτ(x). �wiczenie: zbudowa¢ izomor�zm odwrotny, sprawdzi¢ szczegóªy.
Przykªad: Grupa SE(2,R) := SO(2,R) ×f R2 ruchów pªaszczyzny euklidesowej. Tutaj f :
SO(2,R) → Aut(R2) standardowe dziaªanie grupy obrotów pªaszczyzny na pªaszczy¹nie.
Uwaga 1: Je±li f jest homomor�zmem trywialnym, to G2 ×f G1

∼= G2 ×G1.
Pytanie 1: Czy bywaj¡ nietrywialne f , dla których te» G2×f G1

∼= G2×G1? Bardziej ogólnie: je±li
f1, f2 : G2 → Aut(G1) dwa homomor�zmy, kiedy istnieje izomor�zm G2 ×f1 G1

∼= G2 ×f2 G1

Uwaga 2: odwzorowanie π : [g2, g1] 7→ g2 : G → G2 jest epimor�zmem grup: π([g2, ∗][h2, ∗]) =
π([g2h2, ∗]) = g2h2 = π([g2, ∗])π([h2, ∗]). St¡d mamy wnioski: a) {e}×G1 = ker π podgrupa normalna
w G = G2 ×f G1; b) G/G1

∼= G2 (izomor�zm grup).
Pytanie 2: Czy ka»da grupa G posiadaj¡ca podgrup¦ normaln¡ G1 jest izomor�czna z G2 ×f G1,
gdzie f pewien homomor�zm z grupy ilorazowej G2 = G/G1 w grup¦ Aut(G1)?

W celu znalezienia odpowiedzi na to pytanie wprowad¹my kilka nowych poj¦¢.

Ci¡g dokªadny homomor�zmów grup: Jest to ci¡g · · · fk−1→ Gk
fk→ Gk+1 → · · · grup i ich

homomor�zmów taki, »e im fk−1 = ker fk dla ka»dego k.
Krótki ci¡g dokªadny: Jest to ci¡g dokªadny postaci {∗} → G1

ι→ G
π→ G2 → {∗}. W szczegól-

no±ci mamy: ker ι = {e}, czyli ι jest wªo»eniem; im π = G2, czyli π jest epimor�zmem; im ι = ker π,
czyli podgrupa im ι ∼= G1 jest podgrup¡ normaln¡, a grupa G2 jest izomor�czna z grup¡ ilorazow¡
G/G1.
Rozszerzenie grupy G2 za pomoc¡ grupy G1: Jest to krótki ci¡g dokªadny postaci

{∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗}. (1)

Równowa»no±¢ rozszerze«: Rozszerzenia {∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗} oraz {∗} → G1
ι′→ G′ π′→

G2 → {∗} s¡ równowa»ne, je±li istnieje izomor�zm Q : G → G′ dla którego nast¦puj¡cy diagram jest
przemienny:

G

Q

²²

π

ÃÃA
AA

AA
AA

A

{∗} // G1

ι
>>}}}}}}}}

ι′ // G′ π′ // G2
// {∗}

Pytanie 2 teraz mo»na przeformuªowa¢: czy ka»de rozszerzenie {∗} → G1
ι→ G

π→ G2 → {∗} jest
równowa»ne z {∗} → G1

ι→ G1 ×f G2
π→ G2 → {∗} dla pewnego f? Spróbujemy da¢ na niego

odpowied¹ w terminach tzw. kohomologii grupy G2 w szczególnym przypadku abelowej grupy G1.
Zaªo»enie o grupie G1: Od tego momentu zakªadamy, »e G1 jest abelowa. Operacj¦ w G1 b¦dziemy
oznaczali plusem, element neutralny zerem, a element odwrotny minusem (tzw. notacja addytywna).
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Kohomologie grupy G2 o warto±ciach w (abelowej) grupie G1: Niech f : G2 → Aut(G1)
ustalony homomor�zm. Dowoln¡ funkcj¦ c : Gn

2 → G1 nazywamy n-koªa«cuchem na G2 o warto±-
ciach G1. Zbiór n-koªa«cuchów oznaczmy przez Cn(G2, G1) (tworzy on grup¦ abelow¡ ze wzgl¦du
na dodawanie funkcji). Z de�nicji C0(G2, G1) = G1. Okre±lmy odwzorowania di : Ci(G2, G1) →
Ci+1(G2, G1)

d0c(g) := fgc− c, c ∈ G1, g ∈ G2;

d1c(g, h) := fgc(h)− c(gh) + c(g), g, h ∈ G2, c ∈ C1(G2, G1);

d2c(g, h, j) := fgc(h, j)− c(gh, j) + c(g, hj)− c(g, h), g, h, j ∈ G2, c ∈ C2(G2, G1).

�atwo si¦ sprawdza (�wiczenie), »e 1) di jest homomor�zmem grup; 2) di+1di = 0. Z 2) mamy
wniosek: im di ⊂ ker di+1. Mówimy, »e Zi(G2, G1) := ker di jest i-t¡ grup¡ kocykli, Bi(G2, G1) :=
im di jest i-t¡ grup¡ kobrzegów, a H i(G2, G1) := ker di/ im di−1 jest i-t¡ grup¡ kohomologii grupy G2

(�o warto±ciach w G1�, lub, bardziej dokªadnie, �w reprezentacji f �).
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