Teoria grup I

Wyktad 3

1 Iloczyny proste i polproste oraz rozszerzenia grup, cz. I

Ponizej okreslimy sposoby ,sklejania cegietek”, czyli budowania z kilku grup jednej, bardziej skomp-
likowanej grupy.

Iloczyn prosty grup G, ...,G,: Jest to zbior Gy x - -+ X G, wyposazony w dzialanie (g1,...,9,) -
(hi,...,hy) == (g1h1, ..., gnhy) z elementem neutralnym (eq, ..., e,) oraz (gi,...,9,) "' == (g7 ", ...,
u')-

PRzZYKELAD: Grupa GL,(2,R) :={A € Mat(2,R) | det A > 0} jest izomorficzna z R~g x SL(2,R),
gdzie SL(2,R) := {A € Mat(2,R) | det A = 1}. Rzeczywiscie, izomorfizm zadajemy wzorem
F:Rogx SL(2,R) — GL,(2,R), F([x, X]) :== 2X a jego odwrotnosé¢ to Z — [Vdet Z, Z/v/det Z].

Iloczyn pélprosty Gs x Gy grup Gs i Gi: Zalézmy, ze mamy dzialanie grupy G5 na grupie G,
srespektujace strukture grupy” na Gi. Innymi stowy, zadany jest homomorfizm f : Gy — Aut(G)
(w takiej sytuacji mozna tez powiedzie¢, ze jest zadana reprezentacja grupy Ga w grupie Gy).
Okreslamy dzialanie na zbiorze G X G1: [g2, g1] - [h2, k1] := [g2 - ha, g1 - fg, 1] (tutaj oznaczylismy
Josh1 = f(g2)h).
tacznosé: ([go, g1] - [ha, M) - [j2, 1] = g2 - has 91+ fo,lu] - [2, 1] = [(g2 - ha) - Jas (g1 - fouh1) * fonnadi] =
[92-h2 G2, (91 fouP1) (fga0 fradt)] = [g2- P2 G2, g1+ (fguha- [ (fradi))] = [92- (Ra-d2), 91 (fon (ha- froii))] =
(92, 1] * [ha + Ja, ha + froi] = [92, 91] - ([ha, ha] - [52, J1])
Element neutralny: [es, 1]
Element odwrotny: [go, g1] 7' := [gz_l,fgglgfl]
Inne oznaczenie dla Gy X G to Ga X5 G.

PRZYKEAD: Grupa O(R?) liniowych odwracalnych przeksztalceri ortogonalnych plaszczyzny euk-
lidesowej jest izomorficzna z iloczynem Zy x SO(R?) grupy Zs = {£1} z grupa obrotow SO(R?).
Rzeczywiscie, O(R?) jest izomorficzna z grupa O(2,R) = {A € Mat(2,R) | AAT =T} = {{ CCL Z } |
a?+ b0 =1,"+d*=1,ac+bd =0} a SO(R?) z SO(2,R) = {A € O(2,R) | det A = 1}).

Okreslmy homomorfizm f : {£1} — Aut(SO(2,R)) wzorem 1 — Id,—1 +— L, gdzie L : Oy —
cos¢ —sing
sing cos¢
elementem Aut(SO(2,R)): odwzorowanie L : SO(2,R) — SO(2,R) jest ograniczeniem do SO(2,R)

O_y, tutaj Oy := ]) jest macierzg obrotu o kat ¢. Zauwazmy, ze L rzeczywiscie jest

1 é (Cwiczenie: sprawdzié¢ ten fakt).
Ponadto, poniewaz ¢g? = I, odwzorowanie f jest homomorfizmem.

Zostalo zbudowa¢ izomorfizm F : Zy x; SO(2,R) — O(2,R). Polézmy o(1) := 0,0(—1) :=1
oraz F([z, X]) := X¢°® (mamy f(z) = Apw). Wtedy F([z, X] - [y,Y]) = F([zy, X Apown (Y)]) =

automorfizmu wewnetrznego A, grupy O(2,R), gdzie g = [ 0
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X go@y go@) golay) — X go@)y gole®y) = X 7@y ¢o) = F([z, X])-F(ly, Y]). Homomorfizm odwrotny:
F~Y2) := [det Z, Zg°\4et2)]. (Cwiczenie: sprawdzi¢, ze FF~Y(Z) = Z oraz F~'F(|z, X]) = [z, X].)

PRZYKEAD: Grupa GL(2,R) := {A € Mat(n,R) | det A # 0}, jest izomorficzna z R* x SL(2,R),
gdzie SL(2,R) : {A € Mat(2,R) | det A = 1}, a R* to inne oznaczenie dla grupy (R, ). Rzeczy-
wiscie, okre§lmy odwzorowanie 7 : R* — {0,1},7(x) := o(sign(z)), oraz homomorfizm f : R* —
Aut(SL(2,R)), f(z) := Ayrw. Izomorfizm F : R* x; SL(n,R) — GL(n,R) okreslamy wzorem
F([z, X]) := 2Xg™®. Cwiczenie: zbudowa¢ izomorfizm odwrotny, sprawdzi¢ szczegoly.

PRZYKEAD: Grupa SE(2,R) := SO(2,R) x; R? ruchéw plaszczyzny euklidesowej. Tutaj f :
SO(2,R) — Aut(R?) standardowe dzialanie grupy obrotéw plaszczyzny na plaszczyznie.

Uwaga 1: Jedli f jest homomorfizmem trywialnym, to Go Xy G = G X G.

Pytanie 1: Czy bywaja nietrywialne f, dla ktorych tez Gy Xy G1 = G x G;7 Bardziej ogoélnie: jesli
fi, fa : G3 — Aut(G;) dwa homomorfizmy, kiedy istnieje izomorfizm Gy X, Gy = Gy X g, Gy

Uwaga 2: odwzorowanie 7 : [go,g1] — g2 : G — Gy jest epimorfizmem grup: m([ge, *|[hs, *]) =
7([g2he, *]) = gahe = 7([ge, *])7([h2, *]). Stad mamy wnioski: a) {e} x Gy = ker m podgrupa normalna
w G = Gy Xy Gy; b) G/Gy = G4 (izomorfizm grup).

Pytanie 2: Czy kazda grupa G posiadajaca podgrupe normalna G; jest izomorficzna z Gy x ¢ Gy,
gdzie f pewien homomorfizmm z grupy ilorazowej G = G /Gy w grupe Aut(G;)?
W celu znalezienia odpowiedzi na to pytanie wprowadzmy kilka nowych pojecé.

Ciag dokladny homomorfizméw grup: Jest to ciag --- s G EL Ggy1 — -+ grup i ich
homomorfizmow taki, ze im fp_1 = ker f; dla kazdego k.

Kroétki ciag doktadny: Jest to ciag doktadny postaci {*} — G = G = Gy — {x}. W szczegol-
nosci mamy: kert = {e}, czyli ¢ jest wlozeniem; im 7 = G, czyli 7 jest epimorfizmem; im: = ker 7,
czyli podgrupa im¢ = G, jest podgrupa normalna, a grupa Gs jest izomorficzna z grupg ilorazowa

G/Gh.
Rozszerzenie grupy G za pomoca grupy Gi: Jest to krotki ciag doktadny postaci

[+} = G 5 G5 Gy — {4, 1)

Tl'/

Roéwnowazno$é rozszerzen: Rozszerzenia {*} — G| - G 5 Gy — {*} oraz {x} - G, > G 5
Go — {*} sg rownowazne, jedli istnieje izomorfizm @ : G — G’ dla ktorego nastepujacy diagram jest
przemienny:
G
1N

{*} G —— G —— G {*}

Pytanie 2 teraz mozna przeformutowaé: czy kazde rozszerzenie {x} — Gy = G = Gy — {x} jest
rownowazne z {*} — G; - G x; Gy = Gy — {*} dla pewnego f? Sprobujemy da¢ na niego
odpowiedz w terminach tzw. kohomologii grupy Gs w szczegdlnym przypadku abelowej grupy G.

Zalozenie o grupie G;: Od tego momentu zaktadamy, ze G, jest abelowa. Operacje w GG bedziemy
oznaczali plusem, element neutralny zerem, a element odwrotny minusem (tzw. notacja addytywna).
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Kohomologie grupy G, o wartosciach w (abelowej) grupie G;: Niech f : Gy — Aut(Gy)
ustalony homomorfizm. Dowolna funkcje ¢ : G§ — G nazywamy n-kolancuchem na G5 o wartos-
ciach Gy. Zbior n-koltarnicuchow oznaczmy przez C"(Gs,G1) (tworzy on grupe abelowa ze wzgledu
na dodawanie funkcji). Z definicji C°(Gy, G1) = Gy. Okre§lmy odwzorowania d' : C*(Gq, G1) —
Oi+1 (GQ, G1>

d’c(g) = foc—c, c€ Gy, g € Gy;
d'e(g,h) = foc(h) —c(gh) +c(g), g,k € Go,c € C(Ga, Gh);
dQC(gahaj) = fgC(h,])_C(gh,])+0(g,hj)_0(g,h), g7ha.j GGQaCGCQ(G2aG1)'

Latwo sie sprawdza (Cuwiczenie), ze 1) d' jest homomorfizmem grup; 2) d'd* = 0. Z 2) mamy
wniosek: imd’ C kerd™. Mowimy, ze Z'(Go,Gy) := kerd® jest i-ta grupa kocykli, B'(Go,G) =
im d’ jest i-ta grupa kobrzegow, a H'(Gy, G1) := kerd'/im d'~! jest i-ta grupa kohomologii grupy G-
(,0 wartosciach w G1”, lub, bardziej doktadnie, ,w reprezentacji f7).



