'Teoria grup I

Wyktad 4

1 Iloczyny proste i polproste oraz rozszerzenia grup, cz. Il

Literatura dodatkowa: |Kir72, Kir76|

Préba odpowiedzi na pytanie 2': Rozwazmy rozszerzenie
{x} -G, 5 G5 Gy — {x}. (1)

Najpierw zauwazmy, ze w tej sytuacji mamy jednoznacznie okreslone dziatanie G na Gy, czyli
homomorfizm f : Gy — Aut(G;). Istotnie, kazdy element g € G okresla automorfizm wewnetrzny
Ay, ktory zachowuje podgrupe G poniewaz ona jest normalna. Czyli mamy homomorfizm F': G —
Aut(Gy),9 — Aglg,. Elementy z Gy leza w jadrze tego homomorfizmu, bo Gy jest abelowa, czyli F
~brzepuszcza si¢” przez G/G;. Innymi stowy istnieje jedyny f : Gy — Aut(Gy) taki, ze nastepujacy

diagram jest przemienny:

G/Gy —I= Aut(Gy)

Nastepnie, wybierzmy ciecie odwzorowania 7, czyli takie odwzorowanie s : Gy — G, ze ms = Idg,.
Wybor takiego ciecia jest rownowazny wyborowi jednego przedstawiciela s(go) w kazdej warstwie
7 1(g2), 92 € Go, co, 7 kolei, jest rownowazne utézsamieniu zbioréw G i Gy x Gy a odwzorowaf ¢, T
z wlozeniem vy : g1 — [e, 1] : G1 — G2 X G1 oraz z rzutem 7y na pierwsza sktadowa odpowiednio.
(Istotnie, jesli go = G1g,h € 7 1(g2), wtedy istnieje jedyne g, € G takie, ze h = g;g. Punkt h
utozsamiamy z para [gs, g1].)




Dalej zakladamy, ze G = G x G (jako zbior) i pytamy jakie mnozenia (dziatania grupowe) w Gy x G
sa dopuszczalne, czyli takie, ze odwzorowania iy, T« s homomorfizmami grup.

LEMAT Dopuszczalne mnozenia sq postaci
(92, 91][h2, ha] = [g2ha, g1 + fgha + (g2, h2)],
gdzie c(e,e) = 0 oraz ¢ € Z*(Gy, G1), czyli jest kocyklem. Ponadto, jesli ¢,c sq dwoma kocyklami

odpowiadajgcymi réwnowaznym rozszerzeniom, to ¢ — ¢ € B*(Gy, G1), czyli istnieje ¢ € C*(Ga, G1)
o wtasnosci ¢ — ¢ = dq. Przy tym q(e) = 0.

Uwaga:
Dowdd: Sposob utozsamienia G z G5 x G implikuje wzor
e, h][g2, 91] = [92. 91 + ], gi, hi € G
Z kolei, sposob zadania homomorfizmu f daje
(92, g1lle, Inllgz, 1] ™ = e, foula].

Fakt, ze 7 jest homomorfizmem oznacza w szczegdlnosci, ze

[92, 0][h2, 0] = [g2h2, c(g2, ha)]
dla pewnego ¢ € C*(Gs, G1). Uzywajac tych wzoréw dostajemy

[92: g1lles ] = [g2, gn][e, hallg, 91) gz, 1] = [e, foulallg2, 1] = [92. 91 + fouhi]
oraz
[92, g1l [ha, ha] = [g2, galle, ba][h2, O] = [g2, g1 + fo.T][h2, 0] = [e, g1 + fg,hu][g2, O] [Pz, 0] =

e, 91+ fouhallg2ha, c(ga, ho)] = [g2ha, g1 + fg,h1 + c(g2, ha)].

Poniewaz ¢, ma by¢ homomorfizmem, mamy ¢y (g1)cx (h1) = [e, g1][e, h1] = [e, g1+ feh1 +c(e, e)] =
[e, 91+ hi] = tx (g1 + h1). Stad c(e,e) = 0.
Teraz sprawdzmy warunek kocyklu:

([g2, O][h2, 0])[2, 0] = [g2h2, c(ga; ha)][j2, 0] = [g2haja, c(g2, h2) + c(gaha, j2)]

[92, 0] ([h2, O] [j2, O]) = [g2, O][h2jz, c(ha, j2)] = [g2haja; fonc(ha, j2) + c(g2, haja)].

Rownowaznosé Q) : Go x G7 — Gy X G rozszerzen odpowiadajacych kocyklom ci ¢ oznacza istnienie
odwzorowania ¢ : Go — G takiego, ze 1) Q([g2,91]) = [92,91 + q(g92)] 2) @ jest homomorfizmenn.
Warunek 2) implikuje nastepujace réwnosci:

Q([g2, 0][h2,0]) = Q([g2h2; c(g2, h2)]) = [g2h2, c(g2, h2) + q(gaha)] =
Q([g2,0))Q([h2,0]) = [g2, 4(g2)][h2, q(ha)] = [gaha, a(g2) + feaq(h2) + ¢ (ga, ha)).
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Stad (g2, ha) — (g2, ha) = fy,q(h2) — q(g2h2) + a(g2).
Mamy tez 0 = c(e,e) — d(e,e) = q(e) — q(e) + q(e) = q(e). O

Uwaga: Jesli kocykl ¢ jest kobrzegiem, czyli ¢ = dq dla pewnego q € C1(Gs, G1), to odwzorowanie
s ga — [g2,—q(g2)] : Gy — G5 x Gy jest homomorfizmem. Istotnie, wyrazenie s'(gohs) =

[92ha, —q(g2h2)] jest rowne s'(g2)s'(ha) = [92, —q(g2)][h2, —q(h2)] = [92h2, —q(g2) — f4,q(h2) +c(g2, h2)]
wskutek definicji dq.

Rozpoznawanie iloczynéw poélprostych wsréd wszystkich rozszerzen: Rozszerzenie (1) jest
rownowazne z {x} — G1—G1 x; Go—Gy — {x} jesli i tylko jesli odwzorowanie 7 posiada ciecie
s' 1 Gy — G bedace homomorfizmem grup. Istotnie, poprzez wybor ciecia s : Go — G (nie bedacego
w ogo6lnosci homomorfizmem) utozsamiamy G z Gy X G a samo s z odwzorowaniem gs — [go, 0].
Rownowaznos$é z iloczynem polprostym G X Gy oznacza trywialno$é kocyklu ¢ (czyli istnienie ¢
takiego, ze ¢ = dq) i homomorficznosé ,nowego” ciecia ' : g2 — [g2, —q(g2)]-

Uwaga: Element ¢ € C'(Gy, G1) taki, ze dq = ¢ jest okreslony z doktadnoscia do dodawania elemen-
tow kobrzegowych da (tutaj a € Gy,da(gs) = fg,a — a). Ciecie 5" : Gy — G, 5"(g2) := [92, —q(g2) —
da(g2)], jest otrzymane z ciecia s’ zastosowaniem automorfizmu wewnetrznego A, : G — G, czyli
s = Ag 0 5. Istotnie, [e, a][g2, —q(g2)][e, a] ™" = [g2,a — q(g2)]le, —a] = [g2,a — q(g2) — fy,al.
Przyklad rozszerzenia nie bedacego iloczynem pélprostym: Rozwazmy tzw. grupe Heisen-
berga sktadajaca sie z macierzy postaci
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Jasne, ze jako zbior ona moze byé¢ utozsamiona z R3. Mnozenie natomiast jest zadawane nastepu-
jacym wzorem: [z,y,z][x', vy, 2| =[x + 2",y + v + x2', 2 + Z/]. Jest to rozszerzenie grupy abelowej
Gy = (R?, +) za pomoca grupy abelowej G; = (R, +) z kocyklem ¢([z, 2|, [z, 2/]) := 22’ (i trywialnym
dzialaniem f). Kocykl ten nie moze by¢ kobrzegiem: kobrzeg dq(gh) = q(h) — q(gh) + q(g) na grupie
abelowej jest funkcja symetryczng argumentow g, h. Kocykl ¢, natomiast, funkcja symetryczna nie
jest.

W szczegolnosci z tego wynika tez, ze grupa kohomologii H?(Cy, C1) jest nietrywialna.

Uwaga: Powyzszy lemat pokazuje, ze grupa kohomologii H?(Go,G1) jest w bijekcji z klasami
rownowazno$ci rozszerzen grupy G za pomoca grupy Gi.

Cuwiczenie: Pokaza¢, ze klasy ,autoré6wnowaznosci” rozszerzenia (1) modulo jautoréwnowaznosci”
pochodzace 7z automorfizmoéw wewnetrznych A,, gdzie a € G4, sa w bijekcji z grupa H'(Gs, G1).

Odpowiedz na pytanie 1’: Poniewaz homomorfizm f : Gy — Aut(G;) jest jednoznacznie wyznac-
zony przez rozszerzenie (1), rozszerzenia {x} — Gy =5 Gy x; Gy =5 Gy — {*} oraz {x} — G; =
G X Gy Gy — {*} sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy f = f'.

Zadania na éwiczenia. Inne spojrzenie na dziatanie grupy na zbiorze: Niech p : Gx X — X bedzie
lewym dzialaniem grupy G na zbiorze X. Pokazaé, ze: 1) przy ustalonym g € G odwzorowanie
x+— u(g,x) : X — X jest bijekcja, czyli u(g,-) € Sx; 2) odwzorowanie g — pu(g,-) : G — Sx jest
homomorfizmem grup. Odwrotnie, kazdy homomorfizm f : G — Sx zadaje dziatanie p: Gx X — X
wedltug wzoru u(g, ) == f,x (tutaj f, := f(g))-



»Dziatanie z kocyklem”: Niech f : Gy — Aut(G1) bedzie homomorfizmem, a ¢ € ZY (G4, G1) pewnym
kocyklem. Pokaza¢, ze odwzorowanie f : Gy — Sg,, f5.91 + ¢(g2), jest homomorfizmem, czyli zadaje
dziatanie G5 na (G; za pomoca ,przeksztatcen afinicznych”.

Przyktad 1: Niech Gy := (R",+),G; := (R™,+) i niech f : G5 — Aut(G;) homomorfizm trywialny.
Pokazac, ze kazdy operator liniowy ¢ : R" — R™ jest kocyklem. Znalez¢ orbite i stabilizator kazdego
punktu x € R™ ze wzgledu na ,dziatanie z kocyklem” f.

Prayktad 2: Niech Gy := SO(2,R), Gy := (R?,+) i niech f : Gy — Aut(G,) dzialanie naturalne.
Rozwazmy kocykl ¢ = da bedacy kobrzegiem (tutaj a € G1,q(g2) = fga — a,go € Ga). Opisaé
,dzialanie z kocyklem” f. OdpowiedZ: dzialanie f polega na obrotach plaszczyzny wokol elementu
—a.
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