'Teoria grup I

Wyktad 5

1 Elementy teorii grup krystalograficznych

Literatura dodatkowa:[Szc|"
Dygresja o topologii
Przestrzeni topologiczna: 7Zbior X wraz z rodzina podzbioréw {U,}aca nazywanych otwartymi o
wlasnosciach:
1. zbiory () oraz X sg otwarte;
2. zbior |, jest otwarty dla dowolnego podzbioru B C A

3. przeciecie skoriczonej liczby zbiorow otwartych jest zbiorem otwartym.

Rodzine {U, }aca nazywamy topologiq na X.
Przyktad 1: Rodzina zbioréw otwartych w dowolnej przestrzeni metryczne;j.
Przyktad 2: Topologia dyskretna sktada sie ze wszystkich podzbioréw zbioru X.

Przyktad 3: Niech X przestrzen topologiczna, Y C X pewien podzbior. Topologia indukowana na Y
sktada sie ze wszystkich przecie¢ zbiorow otwartych w X z podzbiorem Y.

Odwzorowanie cigglte ¢ : X — Y pomiedzy przestrzeniami topologicznymi: jest to odwzorowanie
takie, ze przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego (w Y') jest otwarty (w X).

Podzbior zwarty K C X: Jest to podzbiér o tej wlasnosci, ze z dowolnego pokrycia (J, .5 Ua D K
zbiorami otwartym: mozna wybraé¢ podpokrycie skonczone.

Topologia ilorazowa: Niech X bedzie przestrzenig przestrzen topologiczng, a R C X x X relacja
rownowaznosci. Zbior X/R = X/~ klas rownowaznosci posiada naturalng topologie zwana ilorazowq.
Jest to najmocniejsza (czyli ,najbogatsza”) topologia na X /R, w ktorej rzut naturalny 7 : X — X/R
jest ciagly. Zbior U C X/R jest w niej otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy 7=*(U) jest otwarty w X.

Przyktad: Niech X = R? i niech (a,b) ~ (c,d) VLS N Wtedy X/ naturalnie utozsamia sie z R,
a topologia ilorazowa pokrywa sie ze standardowsg topologia na R.

Uwaga: Jesli grupa G dziata na zbiorze X, to relacja a ~ b &, dg € G a = gb jest relacja
rownowaznosci (Cwiczenie: sprawdzié). 7Zbior X/ ~ (oznaczany przez X/G) jest zbiorem orbit
dziatania G na X.

1Zob. takze http://pl.wikipedia.org/wiki/Krystalografia, http://en.wikipedia.org/wiki/Wallpaper _group




Przyktad: Niech X = R? i niech grupa SO(2,R) dziala w sposob naturalny na X. Wtedy przestrzet
orbit X/G 7 topologia ilorazowa jest promieniem {z € R | x > 0}. Jesli C,, € SO(2,R) jest grupa
cykliczng generowang przez obrot o kat 27 /n, to X/C,, jest stozkiem.

Grupa euklidesowa: Niech R™ bedzie wyposazone w standardowy iloczyn skalarny (|). Odw-

zorowanie ¢ : R” — R™ o wlasnosci (¢(z)|o(y)) = (z|y) Vz,y € R™ nazywamy izometria. Cwiczenie:
sprawdzié, ze izometrie tworza grupe wzgledem zlozenia odwzorowan.

LEMAT Kazda izometria ¢ : R™ — R"™ jest superpozycjg t, o A przeksztatcenia ortogonalnego A €
O(R™) i translacji t, : R — R", x +— x + a,a € R".

Dowadd: céunczenie.
Grupe izometrii nazywamy grupa euklidesowq i oznaczamy E(R™).

LEMAT Grupa E(R"™) jest izomorficzna z iloczynem pétprostym O(n,R) x R™ =: E(n,R).

Dowdd: Niech [A] bedzie macierza odwzorowania A w dowolnej bazie ortonormalnej, a [a] kolumna
wspolrzednych elementu a. Okreslmy odwzorowanie ¢, 0 A — ([4],]a]) : E(R") — O(n,R) x R™
Dla z € R® mamy (t, 0 B) o (t, 0 A)x = (t, o B)(Az + a) = BAz + Ba + b, wiec zlozenie izometrii
indukuje nastepujace dzialanie grupowe na O(n,R) x R™: ([B], [b])([4], [a]) := ([B][A4], [B][a] + [])-
O

Ponizej pod grupa euklidesowa bedziemy rozumieé grupe E(n,R).

Kozwarta grupa I' C F(n,R): Jest to podgrupa grupy euklidesowej taka, ze przestrzeni orbit R" /I’
jest zwarta.

Przyktad: Podgrupa I' = {t, | a € Z" C R"} = 7Z" translacji catkowitoliczbowych jest kozwarta.
Przestrzen orbit R"/Z" jest torusem n-wymiarowym.

Obszar fundamentalny: Niech I' C E(R") bedzie dowolna podgrupa. Podzbior F' C R"™ nazywamy
obszarem fundamentalnym dziatania I na R"”, jesli

JoF =R"

gel

oraz gint(F) N g int(F) =0 dla g # ¢’. Tutaj int(F) jest zbiorem punktéw wewnetrznych zbioru F,
czyli takich punktow p € F, ktore posiadaja otoczenie otwarte (czyli zbior otwarty U > p) zawarte
w F.

Przyktad: Kwadrat domkniety o boku 1 jest obszarem fundamentalnym dla dziatania grupy I' =
Z". Obszarem fundamentalnym dla dziatania skoriczonej grupy obrotow C,, jest domkniety wycinek
nieograniczony o kacie 27 /n.

Krystalograficzna grupa I' wymiaru n: Jest to dyskretna® i kozwarta podgrupa grupy Euklides-
owej E(n,R).

Przyktad: T' = 7.

2Zob. definicje podgrupy dyskretnej w przypisie na koncu Wyktadu 2. Réwnowazna definicja: podzbiorem dyskret-
nym w przestrzeni topologicznej X nazywamy taki podzbior Y C X, ze topologia indukowana na Y jest dyskretna.



TWIERDZENIE (Bieberbacha)

1. Jezeli I' C E(n,R) jest grupg krystalograficzng, to jej zbidr translacji T'y := T N (I x R™) jest
normalng podgrupg abelowq skoriczonego indeksu (ostatnie oznacza, zZe grupa ilorazowa T'/T
jest skoniczona). Ponadto, 'y jest maksymalna podgrupg abelowq w T’ (czyli nie zawiera sie w
Zadnej wiekszej podgrupie abelowej) i jest izomorficzna z Z"™.

2. Dla kazdego n istnieje skoriczona liczba klas izomorfizmu grup krystalograficznych wymiaru n.

3. Dwie grupy krystalograficzne wymiaru n sq izomofriczne wtedy i tylko wtedy, gdy sq sprzezone
w grupie A(n,R) afinicznych przeksztalcen R™.

(Bez dowodu.)

Z punktu 1 wynika, ze grupy krystalograficzne posiadaja zwarte obszary fundamentalne. To
stanowi podstawe ich zastosowan w krystalografii: cialo state jest krysztalem (w odréznieniu od
skwazikrysztalow” i cial amorficznych), jesli jego struktura atomowa jest okresowym powtorzeniem
ograniczonego ,kawaltka” tej struktury.

Przyktad: Grupa Z' := {t(,0) | n € Z} C E(2,R) nie ma zwartego obszaru fundamentalnego.
TWIERDZENIE (Zassenhausa) Grupa ' jest izomorficzna z grupq krystalograficzng wymiaru n wtedy

i tylko wtedy, gdy ma normalng podgrupe abelowq skoniczonego indeksu izomorficzng z 7, bedgcq
maksymalng podgrupg abelowaq.

Dowdd: Jedna z implikacji jest punktem 1 twierdzenia Bieberbacha.
Zeby udowodni¢ druga rozwazmy nastepujacy diagram przemienny:

{+} z r G {+}
T
{*} R" G {+}

bk

{x} —R"—— A(n,R) —= GL(n,R) —— {x},

ktorego sktadniki okreslimy ponizej.

W pierwszym wierszu G := ['/Z", czyli mamy rozszerzenie odpowiadajace wlozeniu podrgupy
normalnej Z"™ w grupe I' i rzutowi na odpowiednia grupe ilorazowa. Grupe r okreslmy jako iloczyn
polprosty G x R", a odwzorowanie (1, jako wlozenie standardowe. Przypomnijmy sobie, ze pierwszy
wiersz jednoznacznie okresla homomorfizm grup f : G — Aut(Z") (wybieramy ciecie s : G — I' i
okreslamy f(g) jako Ayg)|zn).

Przypomnijmy réwniez, ze rozszerzenie z pierwszego wiersza zadaje kocykl ¢ € Z?(G, Z") okreslony
z doktadnoscia do dodawania kobrzegow. Zeby okresli¢ odwzorowanie iy skorzystamy z faktu, ze
H?*(G,R") = 0, ktory przyjmiemy bez dowodu. Fakt ten mowi, ze kazdy 2-kocykl na G o wartos-
ciach w R" jest kobrzegiem. W szczegolnosci istnieje ¢ € C'(G,R") taki, ze dg = ¢ (korzystamy 7z
tego, ze kazdy kocykl na G o wartosciach w Z" moze by¢ uwazany za kocykl na G o wartosciach w



R™). Z ogolnej teorii wiemy, ze g okresla pewna bijekcje I' — I', zadajaca izomorfizm I' z iloczynem
polprostym. Nazwijmy ja to.

Zeby okresliéc odwzorowanie ¢35 zauwazmy, ze maksymalno$é podgrupy abelowej Z" implikuje
monomorficzno$¢ odwzorowania f. Istotnie, jesli g € G jest nietrywialnym elementem nalezacym do
jadra f, to A zostawia kazdy element z Z" na miejscu, czyli s(g) komutuje z Z". Wtedy podgrupa
generowana przez Z" i s(g) jest abelowa. Z drugiej strony s(g) € Z" (bo s(g) lezy w nietrywialnej

[

warstwie), co przeczy maksymalnosci Z". Okreslmy ¢3 jako ztozenie odwzorowan G EN Aut(Z™) =
GL(n,7Z) - GL(n,R). Tutaj ¢ jest wlozeniem standardowym, a izomorfizm grupy Aut(Z") z grupa
GL(n,Z) (takich macierzy odwracalnych X, ze X i X! maja wspotczynniki catkowite) buduje sie
w sposob nastepujacy. Niech ey, ..., e, € Z" C R" bedg elementami bazy standardowej®. Wtedy
kazdy ¢ € Aut(Z") reprezentuje si¢ w sposob jednoznaczny macierza o wyrazach catkowitych, ktorej
kolumny sa wspolczynnikami rozkladu ¢(e;) po tej ze bazie. Macierz odwrotna bedzie miata wyrazy
calkowite, poniewaz odwzorowanie ¢! rozumiane jako odwzorowanie R® — R"™ zachowuje krate Z" C
R™, w szczegolnosci ¢! (e;) musza mie¢ wspolezynniki calkowite rozkladu po bazie standardowe;.

Teraz okreslimy odwzorowanie ¢y. Grupa A(n,R) afinicznych przeksztalcen przestrzeni R" jest
iloczynem potprostym GL(n,R) x R™ (dowod jest analogiczny jak w przypadku grupy euklides-
owej). Odwzorowanie ¢4 jest naturalnym wlozeniem jednego iloczynu polprostego (G x,, R") w drugi
(GL(n,R) x R™).

Poniewaz wszystkie odwzorowania ¢; s3 monomorfizmami, mamy wlozenie grupy I' w grupe
A(n,R). Zostalo pokaza¢, ze tak naprawde G lezy w O(n,R) C GL(n,R). To wynika z nastepujacego
lematu, ktory udowodnimy w teorii reprezentacji.

LEMAT Kazda skoriczona grupa macierzy n X n o wyrazach rzeczywistych jest sprzezona do grupy
macierzy ortogonalnych.

Z lematu tego wynika, ze I' jest izomorficzna z podgrupa w E(n,R). Dyskretnosé tej pod-
grupy wynika z tego, ze jako zbior jest ona iloczynem prostym zbioru skonczonego GG oraz podzbioru
dyskretnego Z" C R". Kozwartos¢, z kolei, wynika z tego, ze I'; = Z" (te implikacje przyjmujemy
bez dowodu). O

Algorytm Zassenhausa klasyfikacji grup krystalograficznych: Powyzszy dowod sugeruje
pewng metode klasyfikacji grup krystalograficznych. Sktada sie ona z nastepujacych krokow:

1. Opisaé¢ wszystkie skonczone podgrupy G grupy GL(n,Z) (z doktadnoscia do izomorfizmu).

2. Opisac wszystkie wlozenia ¢ : G — GL(n,Z) = Aut(Z"™), czyli dzialania wierne (z doktadnoscia
do rownowaznosci).

3. Obliczy¢ H*(G,Z") dla wszystkich grup z p. 1 i dla wszystkich dziataii z p. 2.
4. Okresli¢ ktore z rozszerzen otrzymanych za pomoca odpowiednich kocykli sa rownowazne.
Tlustracja algorytmu Zassenhausa dla grup ,tapetowych” Grupami tapetowymi nazywamy

grupy krystalograficzne wymiaru n = 2. Nastepujacy lemat opisuje wynik 1-go i 2-go kroku algo-
rytmu.

3Zauwazmy, ze kazdy inny wybor bazy Aei,...,Ae,, gdzie A € GL(n,Z), zadaje inny izomorfizm Aut(Z") =
GL(n,Z).



LEMAT (Ograniczenie krystalograficzne). Niech G C GL(2,7) bedzie podgrupq skoticzong. Wtedy
G jest izomorficzna z jedng z nastepujgcych grup

{]}a 027 C?)a 047 067 DQ; D3a D4a D6'
Przy tym grupa Cy ma 8 nieréwnowazne wtozenia, a grupy Do i D3 ma ich 2.

Lemat ten przyjmujemy bez dowodu, ale sprobujmy zrobi¢ nastepujace Cwiczenie: znalezé (cho-
ciazby jedno) wiozenie grup Cs, Cs w GL(2,7Z).
Trzy nieréwnowazne wlozenia grupy Cy = {e,v} w GL(2,Z) zadaja sie wzorami v — M;,i =

1,2, 3, gdzie M, := { _01 _01 1 , My = [ (1) (1) } , Ms = [ é _01 1 odpowiednio.

Zadanie na ¢wiczenia: Obliczy¢ grupe H?(Cy,7Z?) dla trzech powyzszych dziatan Cy na Z? i
zbudowa¢ odpowiednie grupy tapetowe.

Rozwigzanie: Rozwazmy warunek kocyklu ¢ € Z%(G,G1):

fgC(h,j) - C(gha]) +C(g>h]) _C(gah) = 07 gah>.j cG.

Podstawiajac g, e, e lub e, e, j zamiast g, h, j otrzymujemy odpowiednio

facle,e) = (g, e), cle, j) = cle,e),

a podstawiajac g, g, e lub e, g, g otrzymujemy

foclg, e) = cle, e), fyc(g, g) — cle, g) + c(g, e) — c(g, g) = 0.

W szczegolnosci z pierwszych dwoch wzoréw wynika, ze do tego, zeby okresli¢ 2-kocykl ¢ na grupie dwuele-
mentowej G = Cy = {e, v} wystarczy okresli¢ c(e, €) oraz c¢(v,v). Ponadto, kazdy 1-kotancuch ¢ € C1(Co, G1)
okreslony jest przez zadanie g(e) oraz q(v). Mamy tez wzory

dq(e,e) = q(e) — q(e) + q(e) = q(e), dq(g,9) = fea(g) — q(e) + q(g).

Niech G := Oy, G1 := 72, c(e, e) := (a,b),c(v,v) := (r,5), q(e) := (m,n),qv) := (k,1),a,b,7,s,m,n, k,1 €
Z.
Przypadek 1: f : Cy — GL(2,Z), f, := M. Wtedy warunek kocyklu implikuje wiaz (—r,—s) — (a,b) +
(—a,=b) — (r,s) =0, skad r = —a, s = —b. Zbadajmy, czy kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dg:

(a,b) = c(e,e) = dg(e,e) = q(e) = (m,n), (r,s) = c(v,v) = dq(v,v) = (—=k,=1) — (m,n) + (k,l) = (—m, —n).

Czyli, jesli okreglimy g(e) := (a,b), a q(v) dowolnie, bedziemy mieli ¢ = dg. Innymi stowy H?(Ca,Z%) =0 w
tym przypadku.

Odpowiednia grupa tapetowa naprzyklad moze by¢ generowana przez elementy ¢ o) © M1,%(1,0),%(0,1) 1
by¢ grupa symetrii ponizszej ,tapety”




Przypadek 2: f: Co — GL(2,Z), fy := Ma. Wtedy (s,7) — (a,b) + (b,a) — (r,s) =0, skad a+r = b+s. Czy
kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dq?

(a,b) = c(e,e) = dq(e,e) = q(e) = (m,n), (r,s) = c(v,v) = dq(v,v) = (I, k)—(m,n)+(k,l) = (k+l—m, k+l—n).

Okreslmy g(e) wzorem q(e) := (a,b), a q(v) := (k,l) tak, zeby k+1l=a+7r =b+s. Wtedy ¢ = dq, czyli
H?(C,7%) = 0iw tym przypadku.

Przyktadowa grupa tapetowa jest generowana przez elementy Ma, ¢ ) 1 jest grupa symetrii nastepujace]
stapety”

N N \
N N N
N N \

Przypadek 3: f : Cy — GL(2,Z), f, := M3. Wtedy (r,—s) — (a,b) + (a,—b) — (r,s) =0, skad s = —b. Czy
kocykl ¢ moze by¢ kobrzegiem dq?

(a,b) = c(e,e) = dg(e,e) = q(e) = (m,n), (r,—b) = c(v,v) = dq(v,v) = (k,—1)—(m,n)+(k,1) = (2k—m, —n).

Sprobujmy okresli¢c ¢ wzorami g(e) := (a,b), q(v) := (k,1) tak, zeby 2k —a = r. Wida¢, ze a + r musi by¢
liczba parzystq. Stad naprzyktad kocykl ¢ zadany przez c(e,e) = (0,1), ¢(v,v) = (1, —1) jest kohomologicznie
nietrywialny, czyli nie istnieje ¢ € C'*(Cy, Z?) takiego, ze dg = c!

Latwo tez zrozumie¢, ze kazdy kocykl ¢ € Z1(Cy,Z?) rozumiany jako element Z'(Cs,R?) jest kohomo-
logicznie trywialny (por. dowod twierdzenia Zassenhausa), bo k obliczamy ze wzoru k = (r + a)/2.

Obliczmy grupe H?(Ca,7Z2) (czyli ile jest tych kocykli nietrywialnych). Kazdy kocykl wyznacza sie
jednoznacznie przez liczby a,b,r, mamy wiec, Z2(Cq,Z%) = 7Z3. 7 kolei, B*(Cy,Z?) = {(a,b,2k — a) |
a,b,k € Z} = {(a,b,x) | a +x € 2Z}. Zauwazmy, ze B*(Cq,Z?) C Z?(Cq,Z?) jest jadrem epimorfizmu
73 — 7.)27, (a,b,z) — [a + 2], gdzie [a + z] jest klasg parzystosci liczby a + x. Ostatecznie, H?(Cy, Z?) =2
7.)27 = Cy.

W przypadku 3 mamy 2 nieizomorficzne grupy tapetowe odpowiadajace 2 elementom grupy H?. Jedna,
odpowiadajaca kocyklowi trywialnemu, przykladowo jest generowana przez Ms, t(2 0, (1,0 1 jest grupa symetrii
LStapety”

T

Druga, odpowiadajaca kocyklowi nietrywialnemu, naprzyktad moze by¢ generowana przez t(1 /2,0y 0 M3, t(0,1)
i jest grupa symetrii ,tapety”




Jak ,zobaczy¢” nietrywialny kocykl ¢? Najpierw zauwazmy, ze elementy grupy I' sa kombinacjami
phrgh - pFmglm | adzie ki l; € Z, a p = t0,1),9 = t((1/2),0) © M3 sa wyze] wymieniomymi generatorami.
Poniewaz, jak latwo sprawdzi¢ ¢> = (1,0, M3 0 t(1/2,0) = t(1/2,0) © Mg oraz Mg op = t,_1) o M3, kazdy
element grupy I' jest postaci t(, ;) lub (/2 o M3, gdzie n,l € Z.

Przypomnijmy (zob. dowdd lematu o dopuszczalnych mnozeniach w iloczynie kartezjanskim Ga x Gy),
ze wartos¢ kocyklu ¢(g, h) mozna odczyta¢” z mnozenia elementéow postaci (g,0), (h,0) w iloczynie kartez-
janiskim. Wybierzmy ciecie s : Cy — T’ naprzyklad tak: e > t(0,1), v N t(1/2,0) © M3. Taki wybor cigcia daje
nam utozsamienie (g 1y — (e, (0,0)),t(1/2,0) © M3 — (v,(0,0)) i, jako wniosek, nastepujace utozsamienie I'

(jako zbioru) z Co x Z2: t(, 2, (e, (n,1 = 1)), t(n 2,0 © M3 2, (v, (n —1,1)) (tutaj n,l € Z). Mamy

(e,(0,0))(e; (0,0)) = ¥ (t0,1))¥(t0,1)) = ¥ (t0,1)t0,1) = P(t0z2) = (e, (0,1)),
skad c(e,e) = (0,1). Analogicznie

(v,(0,0))(v, (0,0)) = ¥(t(1/2,0) 0 M3)P(t(1/2,0)© M3) = ¥(t(1/2,0) 0 Mz ot(1/2,0)0 M3) = (t(10)) = (e, (1, -1)),

skad c(v,v) = (1, -1).
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