
Teoria grup I

Wykªad 7

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. II

Literatura dodatkowa: [Ser88, Ada69]

Zaªo»enia: W tym rozdziale rozpatrujemy tylko sko«czone grupy G i ich sko«czeniewymiarowe
reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji ρ : G → GL(V ): Jest to funkcja χρ : G → C zadana wzorem χρ(g) :=
Tr(ρ(g)). Przypomnijmy, »e TrA oznacza ±lad operatora liniowego dziaªaj¡cego w przestrzeni lin-
iowej. Je±li [A] := Aij jest macierz¡ reprezentuj¡c¡ operator A w jakiejkolwiek bazie, to TrA
obliczamy jako Tr[A] = Aii (kontynuujemy wykorzystanie konwencji Einsteina). Przy tym wynik
nie zale»y od wyboru bazy dzi¦ki ªatwo sprawdzalnej to»samo±ci Tr[A][B] = Tr[B][A], z której w
szczególno±ci wynika, »e Tr[B][A][B]−1 = Tr[A] dla dowolnej macierzy niezdegenerowanej [B].

Niektóre wªasno±ci charakteru χρ

Lemat 1. χρ(e) = dimV ;

2. χρ(g−1) = χρ(g) ∀g ∈ G;

3. χρ(hgh−1) = χρ(g) ∀g, h ∈ G.

Dowód: Ad. 1. χρ(e) = Tr IdV = dimV .

Ad. 2. Z istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V wynika, »e warto±ci wªasne λi operatora
ρ(g) speªniaj¡ warunek λiλi = 1 (istotnie, je±li xi jest odpowiednim wektorem wªasnym, to (xi|xi) =
(ρ(g)xi|ρ(g)xi) = (λixi|λixi) = λiλi(xi|xi), sk¡d λiλi = 1).

Niech λ1, . . . , λn, n = dimV , b¦d¡ warto±ciami wªasnymi operatora ρ(g) z uwzgl¦dnieniem krot-
no±ci. Wtedy

χρ(g) = Tr ρ(g) =
∑

λi =
∑

λ−1
i = Tr(ρ(g)−1) = Tr(ρ(g−1)) = χρ(g

−1).

Ad. 3. χρ(hgh−1) = Tr(ρ(h)ρ(g)ρ(h)−1) = Tr ρ(g) = χρ(g). �

Charakter a operacje nad reprezentacjami

Lemat Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Wtedy

1. χρ∗1 = χρ1;
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2. χρ1⊕ρ2 = χρ1 + χρ2;

3. χρ1⊗ρ2 = χρ1 · χρ2

Dowód - ¢wiczenie

Operatory splataj¡ce i równowa»no±¢ reprezentacji: Niech ρ1 : G → GL(V1), ρ2 : G →
GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Operatorem splataj¡cym pomi¦dzy ρ1 i ρ2 nazywamy taki
operator F : V1 → V2, »e nast¦puj¡cy diagram jest przemienny dla dowolnego g ∈ G:

V1

ρ1(g) //

F
��

V1

F
��

V2
ρ2(g) // V2.

Przestrze« operatorów splataj¡cych z V1 do V2 b¦dziemy oznaczali HomG(V1, V2).
Mówimy, »e reprezentacje ρ1 i ρ2 s¡ równowa»ne1, je±li istnieje operator splataj¡cy b¦d¡cy izomor-

�zmem przestrzeni liniowych.

Uwaga: Reprezentacje równowa»ne maj¡ jednakowe charaktery: ρ1(g) = F−1 ◦ ρ2(g) ◦ F , sk¡d
Tr ρ1(g) = Tr ρ2(g).

Lemat Schura

Lemat Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami nieprzywiedlnymi i
niech F : V1 → V2 b¦dzie operatorem splataj¡cym. Wtedy

1. Je±li ρ1 i ρ2 nie s¡ równowa»ne, to F = 0.

2. Je±li V1 = V2 =: V, ρ1 = ρ2, to F = λ IdV dla pewnego λ ∈ C.

Dowód: Ad. 1. Niech W1 := kerF ⊂ V1. Wtedy W1 jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ wzgl¦dem
reprezentacji ρ1. Istotnie, je±li w ∈ W1, to Fρ1(g)w = ρ2(g)Fw = 0, sk¡d ρ1(g)w ∈ W1. Z nieprzy-
wiedlno±ci ρ1 wynika, »e W1 = V1 (koniec dowodu) lub W1 = {0}, czyli F jest monomor�zmem.

Niech teraz W2 := imF ⊂ V2. Okazuje si¦, »e i W2 jest podprzestrzeni¡ niezmiennicz¡ (wzgl¦dem
ρ2): ρ2(g)W2 = ρ2(g)FV1 = Fρ1(g)V1 ⊂ W2. Znowu nieprzywiedlno±¢ implikuje, »eW2 = {0} (koniec
dowodu) lub W2 = V2. Ostatnia mo»liwo±¢ nie mo»e zachodzi¢ ze wzgl¦du na to, »e reprezentacje
ρ1, ρ2 nie s¡ równowa»ne.

Ad. 2. Niech λ pewna warto±¢ wªasna operatora F . Poªó»my F ′ := F − λ IdV . Wtedy F ′ te» jest
operatorem splataj¡cym (pomi¦dzy ρ i ρ, gdzie ρ := ρ1 = ρ2). Argumenty przytoczone w pierwszej
cz¦±ci dowodu pozwalaj¡ wywnioskowa¢, »e F ′ = 0 (czyli F = λ IdV � koniec dowodu) lub F ′ jest
izomor�zmem. Ostatnia mo»liwo±¢ nie zachodzi, bo F ′ ma nietrywialne j¡dro (zawieraj¡ce wektor
wªasny odpowiadaj¡cy warto±ci wªasnej λ). �

Wnioskiem z lematu Schura jest nast¦puj¡cy fakt: dim HomG(V1, V2) = 0 w przypadku, gdy ρ1, ρ2

nie s¡ równowa»ne, oraz dim HomG(V, V ) = 1.

1Por. de�nicj¦ z Wykªadu 2
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Relacje ortogonalno±ci dla charakterów: Rozwa»my przestrze« Fun(G,C) funkcji naG o warto±-
ciach zespolonych. Nast¦puj¡ce parowanie

(φ|ψ) :=
1

|G|
∑
g∈G

φ(g)ψ(g) φ, ψ ∈ Fun(G,C)

(tutaj |G| oznacza rz¡d, czyli ilo±¢ elementów grupyG) speªnia wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego
(�wiczenie).

Twierdzenie Niech ρ1 : G→ GL(V1), ρ2 : G→ GL(V2) b¦d¡ dwiema reprezentacjami. Wtedy

(χρ1|χρ2) = dim HomG(V1, V2).

W szczególno±ci, charaktery reprezentacji nieprzywiedlnych tworz¡ ukªad ortonormalny.

Do dowodu tego twierdzenia b¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡cy

Lemat Niech ρ : G→ GL(V ) b¦dzie reprezentacj¡. Poªó»my P := 1
|G|

∑
g∈G ρ(g) : V → V . Wtedy

1. Operator P jest projektorem, czyli P 2 = P .

2. imP = V G := {x ∈ V | ρ(g)x = x ∀g ∈ G}.

Dowód: Ad. 1. P 2 = 1
|G|

∑
g∈G ρ(g)(

1
|G|

∑
h∈G ρ(h)) = 1

|G|2
∑

g∈G
∑

h∈G ρ(g)ρ(h) =
1
|G|2

∑
g∈G

∑
h∈G ρ(gh) = 1

|G|
∑

g∈G P = P .

Ad. 2. Je±li x ∈ imP , to x = 1
|G|

∑
g∈G ρ(g)y dla pewnego y ∈ V oraz ρ(h)x = 1

|G|
∑

g∈G ρ(hg)y =

Py = x, czyli imP ⊂ V G. Odwrotnie, je±li X ∈ V jest punktem staªym reprezentacji ρ, to Px =
1
|G|

∑
g∈G ρ(g)x = 1

|G|
∑

g∈G x = x, sk¡d x ∈ imP . �

Dowód twierdzenia: Oznaczmy przez Hom(V1, V2) przestrze« operatorów liniowych z V1 w V2 i zada-
jmy dziaªanie grupy G na tej przestrzeni wzorem (ρ(g)F )(x) := ρ2(g)(F (ρ1(g

−1)x) (�wiczenie:
sprawdzi¢, »e w ten sposób otrzymujemy reprezentacj¦ grupy G w przestrzeni Hom(V1, V2)). El-
ement F ∈ Hom(V1, V2) jest punktem staªym tego dziaªania, je±li i tylko je±li dla ka»dego g ∈ G
nat¦puj¡cy diagram jest przemienny:

V1

F
��

V1

ρ1(g−1)oo

F
��

V2

ρ2(g) // V2,

czyli F jest operatorem splataj¡cym. Innymi sªowy Hom(V1, V2)
G = HomG(V1, V2).

Rozwa»my odwzorowanie α : V ∗1 ⊗V2 → Hom(V1, V2) zadane wzorem (α(γ⊗v2))v1 := γ(v1)v2, γ ∈
V ∗1 , vi ∈ Vi. Jest to izomor�zm przestrzeni liniowych, przy czym dziaªanie ρ przechodzi na nast¦pu-
j¡ce: ρ̃(g)(γ ⊗ v2) := ρ∗1(g)γ ⊗ ρ2(g)v2, gdzie (ρ∗1(g)γ)(v1) = γ(ρ1(g

−1)v1) (dziaªanie dualne do ρ1).
Reprezentacje ρ i ρ̃ s¡ równowa»ne, mamy wi¦c χρ = χρ̃. Ostatecznie mamy

(χ1|χ2) =
1

|G|
∑
g∈G

χ1(g)χ2(g) =
1

|G|
∑
g∈G

χρ̃ =
1

|G|
∑
g∈G

χρ =
1

|G|
∑
g∈G

Tr ρ(g) = TrP = dim imP =

dim HomG(V1, V2).

Tutaj skorzystali±my z faktu, »e ±lad projektora jest równy wymiarowi jego obrazu (istotnie, ka»dy
rzut jest operatorem diagonalizowalnym z warto±ciami wªasnymi równymi 1, 0, przy czym wymiar
obrazu jest równy krotno±ci warto±ci wªasnej 1). �
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