'Teoria grup I

Wyktad 7

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. Il

Literatura dodatkowa: |Ser88, Ada69|

Zalozenia: W tym rozdziale rozpatrujemy tylko skoriczone grupy G i ich skonczeniewymiarowe
reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji p : G — GL(V): Jest to funkcja x, : G — C zadana wzorem y,(g) :=
Tr(p(g)). Przypomnijmy, ze Tr A oznacza §lad operatora liniowego dzialajacego w przestrzeni lin-
iowej. Jesli [A] = A; jest macierzg reprezentujaca operator A w jakiejkolwiek bazie, to Tr A
obliczamy jako Tr[A] = A! (kontynuujemy wykorzystanie konwencji Einsteina). Przy tym wynik
nie zalezy od wyboru bazy dzi¢ki tatwo sprawdzalnej tozsamosci Tr[A][B] = Tr[B]|[4], z ktorej w
szezegolno$ei wynika, ze Tr[B][A][B]~! = Tr[A] dla dowolnej macierzy niezdegenerowanej [B].

Niektore wlasnosci charakteru x,

LEMAT 1. x,(e) =dimV;

2. xp(g7") = x,(9) Vg € G;
8. xp(hgh™") = x,(9) Vg,h € G.

Dowdd: Ad. 1. x,(e) = TrIdy = dim V.

Ad. 2. Z istnienia niezmienniczego iloczynu skalarnego na V' wynika, ze wartosci wlasne \; operatora
p(g) spetiaja warunek \;\; = 1 (istotnie, jesli z; jest odpowiednim wektorem wlasnym, to (z;]z;) =
(p(9)zilp(g)m:) = (Niwi|Niwi) = Nidi(wi|z;), skad AiA; = 1).

Niech Ay, ..., A\, n = dim V', beda wartosciami wlasnymi operatora p(g) z uwzglednieniem krot-
nosci. Wtedy

Xo(9) = Trp(g) = 5 =Y A =Tr(p(9) ™) = Tr(p(g™") = Xolg ™)

Ad. 3. x,(hgh™) = Tr(p(h)p(g)p(h)~") = Trp(g) = x,(9). O

Charakter a operacje nad reprezentacjami

LEMAT Niech py : G — GL(V1), po : G — GL(V3) bedqg dwiema reprezentacjami. Wtedy

1. Xpr = Xp1s



2. Xpl@pz = Xp1 + X,Dz;

3. Xp1®p2 = Xp1 ~ Xp2

Dowdd - éwiczenie

Operatory splatajace i rownowazno$¢ reprezentacji: Niech p; : G — GL(Vy),p2 : G —
GL(V3) beda dwiema reprezentacjami. Operatorem splatajgcym pomiedzy p; i po nazywamy taki
operator F': Vi — V5, ze nastepujacy diagram jest przemienny dla dowolnego g € G:

p1(9)

Vi—=W

o
p2(9)

Vo —=Va.

Przestrzen operatorow splatajacych z Vi do V4 bedziemy oznaczali Homg(Vi, V).
Mowimy, ze reprezentacje p; i ps 53 réwnowazne!, jesli istnieje operator splatajacy bedacy izomor-
fizmem przestrzeni liniowych.

Uwaga: Reprezentacje rownowazne maja jednakowe charaktery: pi(g) = F~! o py(g) o F, skad
Tr p1(g) = Tr p2(9).

Lemat Schura

LEMAT Niech p; : G — GL(V), pa : G — GL(V,) bedg dwiema reprezentacjami nieprzywiedlnymi i
niech F': Vi — Vy bedzie operatorem splatajacym. Wtedy

1. Jesli py © py nie sg rownowazne, to F' = 0.

2. Jesli Vi = Vo =1V, p1 = pa, to F = N1dy dla pewnego A € C.

Dowadd: Ad. 1. Niech Wy := ker F' C V;. Wtedy W, jest podprzestrzenia niezmiennicza wzgledem
reprezentacji p;. Istotnie, jesli w € Wy, to Fpi(g)w = pa(g)Fw = 0, skad pi(g)w € Wi. Z nieprzy-
wiedlnosci p; wynika, ze Wi =V (koniec dowodu) lub Wy = {0}, czyli F jest monomorfizmem.

Niech teraz Wy := im F' C V5. Okazuje sie, ze i W3 jest podprzestrzenia niezmiennicza (wzgledem
p2): p2(g)Wa = pa(g)FVi = Fpi(g)Vi C Wa. Znowu nieprzywiedlnosé¢ implikuje, ze Wy = {0} (koniec
dowodu) lub Wy = V4. Ostatnia mozliwos$¢ nie moze zachodzi¢ ze wzgledu na to, ze reprezentacje
p1, P2 Nie sa rOwnowazne.

Ad. 2. Niech X pewna wartos¢ wlasna operatora F. Polézmy F' := F — \Idy. Wtedy F’ tez jest
operatorem splatajacym (pomiedzy p i p, gdzie p := p; = p2). Argumenty przytoczone w pierwszej
czesci dowodu pozwalaja wywnioskowaé, ze F' = 0 (czyli F' = A1dy — koniec dowodu) lub F” jest
izomorfizmem. Ostatnia mozliwos¢ nie zachodzi, bo F’ ma nietrywialne jadro (zawierajace wektor
wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej ). O

Whioskiem z lematu Schura jest nastepujacy fakt: dim Homg(V3, V2) = 0 w przypadku, gdy p1, po
nie sa rownowazne, oraz dim Homg(V,V) = 1.
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Relacje ortogonalnoéci dla charakterow: Rozwazmy przestrzen Fun(G, C) funkeji na G o wartos-
ciach zespolonych. Nastepujace parowanie

(Ply) : qu ) ¢,1 € Fun(G,C)

gEG
(tutaj |G| oznacza rzad, czyli ilo¢ elementow grupy () spelnia wszystkie aksjomaty iloczynu skalarnego
(Cwiczenie).
TWIERDZENIE Niech py : G — GL(V}), pa : G — GL(V,) bedq dwiema reprezentacjami. Wiedy
(XPI |XP2) = dim HOHIG(‘/I? ‘/2)
W szczegdlnosci, charaktery reprezentacyi nieprzywiedinych tworzq uktad ortonormalny.
Do dowodu tego twierdzenia bedziemy potrzebowali nastepujacy
LEMAT Niech p: G — GL(V) bedzie reprezentacjg. Potézmy P = |G| Y geqPlg) V. = V. Wiedy

1. Operator P jest projektorem, czyli P? = P.
2. imP=VY:={zeV|plgr=2xVgeG}.

Dowsd: - Ad 1. P = 206 p(0)( Lneoph) = g Xyeo Tieaplodolh) =
IGI2 2 gec 2onea P(gh) = ‘G| deG P=P.

Ad. 2. Jesliz € im P, to z = @ > gec P(9)y dla pewnego y € V oraz p(h)x = ﬁ > gec Phg)y =
Py = z, czyli im P C V. Odwrotnie, jesli X € V jest punktem stalym reprezentacji p, to Prx =
|—(1;| > gec Plg)T = ‘—(1;| > gec® =, skad x € im P. [

Dowdd twierdzenia: Oznaczmy przez Hom(Vy, V3) przestrzen operatorow liniowych z Vi w Vs i zada-
jmy dzialanie grupy G na tej przestrzeni wzorem (p(g)F)(z) := p2(9)(F(p1(g7)z) (Cwiczenie:
sprawdzié, ze w ten sposob otrzymujemy reprezentacje grupy G w przestrzeni Hom(V;,V3)). El-
ement F' € Hom(V},V5) jest punktem stalym tego dzialania, jesli i tylko jesli dla kazdego g € G
natepujacy diagram jest przemienny:

czyli F jest operatorem splatajacym. Innymi stowy Hom(V, V5)¢ = Homg(V7, Va).
Rozwazmy odwzorowanie o : Vi*®@V, — Hom(V}, V) zadane wzorem (a(y®wvs))vy := y(v1)va, 7y €
Vi, v; € Vi. Jest to izomorfizm przestrzeni liniowych, przy czym dzialanie p przechodzi na nastepu-

jace: p(g)(y @ va) = pi(9)7 ® pa(g)va, gdzie (pi(g)7)(v1) = ¥(pi(g~")v1) (dziatanie dualne do p).
Reprezentacje p 1 p sa rownowazne, mamy wiec x, = x;. Ostatecznie mamy

1 1 ..
(x1lx2) = ZX1 9)x2(9) ’(;|ZXP ’G|ZXp:mZTTP(Q):TIP:dImImPZ
QEG geG geG
dim Homg(V4, V3).

Tutaj skorzystaliémy z faktu, ze $lad projektora jest rowny wymiarowi jego obrazu (istotnie, kazdy
rzut jest operatorem diagonalizowalnym z warto$ciami wlasnymi rownymi 1,0, przy czym wymiar
obrazu jest rowny krotnosci wartosci whasnej 1). O
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