'Teoria grup I

Wyktad 8

1 Elementarna teoria reprezentacji, cz. 111

Literatura dodatkowa: |Ser88|

Zalozenia: Jak i w poprzednim, w tym rozdziale rozpatrujemy tylko skoriczone grupy G i ich
skoniczeniewymiarowe reprezentacje w przestrzeniach wektorowych nad C.

Charakter reprezentacji wyznacza ja z dokladno$cia do r6wnowaznoSci:
TWIERDZENIE 1. Niech p: G — GL(V) bedzie reprezentacjq, a V=W, @ --- & Wy, jej rozkla-
dem na podreprezentacje nieprzywiedinet. Jesli py : G — W jest pewng reprezentacjq nieprzy-

wiedlng, to ilosé sktadowych W; réwnowaznych z W jest réwna (X,|X,,) (liczbe te nazywamy
krotnoscia wchodzenia reprezentacji W w reprezentacje V).

2. Reprezentacje o tych samych charakterach sq rounowazne.

Dowod: Ad. 1. Na mocy twierdzen z poprzedniego wykladu mamy x, = x1 + - - + X, gdzie x; jest
charakterem reprezentacji W;, oraz

(Xolx00) = (X1lXp0) ++ + (XnlXpo) = dim Home (W1, W) + - - - + dim Home (W, W).
Lemat Schura, z kolei, méwi, ze w ostatniej sumie ,przezywaja’ tylko te czlony, ktére odpowiadaja

sktadowym W; rownowaznym z W.

Ad. 2. Niech py : G — GL(V1),p2 : G — GL(V3) beda dwiema reprezentacjami z x,, = Xp,-
Wtedy dowolna nieprzywiedlna reprezentacja p : G — GL(W) wchodzi w V; 1 V5 z jedna i te sama
krotnoscia, rowna (X,[xp,) = (XplXp.)- U

Kryterium nieprzywiedlnosci reprezentacji:

TWIERDZENIE Reprezentacja p : G — GL(V) jest nieprzywiedina wtedy i tylko wtedy, gdy (x,|x,) =
1.

Dowdd: Jesli V jest nieprzywiedlna, to ,wchodzi w siebie” z krotnoscia 1. Odwrotnie, niech p bedzie
dowolna reprezentacja, a V= W; & --- @ Wy, jej rozkltadem na podreprezentacje nieprzywiedlne.

1Taki rozklad jest dalece niejednoznaczny. Np. dla reprezentacji grupy G := C* = (Co, -) w przestrzeni C? zadanej
wzorem C* © X\ — A € GL(2,C) kazda podprzestrzen 1-wymiarowa bedzie podreprezentacja nieprzywiedlna. Czyli
C? mozna rozlozyé na nieprzywiedlne na nieskonczenie wiele sposobow.



Wtedy (x,|x,) = Zij(xi\xj). 7Z relacji ortogonalnosci wnioskujemy, ze, jesli ta suma jest réwna 1,
to k= 1.

Ile jest reprezentacji nieprzywiedlnych? Klasq sprzezonosci nazywamy orbite dzialania G' >
a— A, € Aut(G) grupy G na sobie poprzez automorfizmy wewnetrzne. Innymi stowy, dwa elementy
a,b € G naleza do jednej klasy spzezonosci wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢ € G taki, ze a = gbg™!

Funkcjg klas nazywamy funkcje F' : G — C stalg na klasach sprzezonosci. Funkcje klas tworzg
przestzen wektrowa, ktora bedziemy oznaczali prez Cl(G). Z poprzedniego wyktadu wiemy, ze kazdy
charakter reprezentacji jest funkcja klas. Okazuje sie, ze charaktery prawie wyczerpuja funkcje klas.
Doktadniej, ma miejsce

TWIERDZENIE 1. Charaktery reprezentacji nieprzywiedinych tworzq baze ortonormalng przestrzeni
ClI(G).

2. Ilosé nierownowaznych reprezentacyi nieprzywiedlnych grupy G jest rowna liczbie klas sprezonosci.
Dowadd: Ad. 2. Z punktu 1 wynika, ze liczba nieréwnowaznych reprezentacji nieprzywiedlnych jest

rowna dim Cl(G). Z drugiej strony funkcja klas wyznacza sie jednoznacznie przez swoje wartosci na
tych klasach, czyli dim Cl(G) jest réwne liczbie klas sprzezonosci. [

Zeby udowodni¢ punkt 1 musimy udowodni¢ pewny lemat i omowic¢ tzw. reprezentacje reqularng
grupy.

LEMAT Niech p: G — GL(V) bedzie pewnqg reprezentacjq, a F € CI(G). Wiedy:

1. Operator L(p, F) : 3 F(g)p(g) : V — V jest operatorem splatajgcym (pomiedzy p i p);

2. W przypadku, gdy p jest nieprzywiedina, L(p, ') = A1dy oraz A\ = di'ﬁlv(F\Xp).

Dowdd: Ad. 1. Mamy p(h)L(p, F)p(h)™" = ¥ seq Fg)p(h)p(g)p(h) ™" = Yyeq Flg)p(hgh™) =
dec F(lg)p(g) = L(p, F), wiec p(h)L(p, F) = L(p, F)p(h) dla dowolnego h € G, czyli L jest opera-
torem splatajacym.

Ad. 2. Z lematu Schura wnioskujemy, ze L(p, F') = AIdy. Obliczmy $lad tego operatora. Z jednej
strony Tr(AIdy) = Adim V', z innej za$

Tr L(p, F) =Y F(g) Trp(g) = Y Fg)x,(9) = |GI(Flx,)-0

geG geG

Reprezentacja regularna grupy G: Oznaczmy elementy grupy G przez eq,...,e,, Przy czym
niech e; := e. Wtedy G dziala na {e;,...,e,} z lewej strony przez lewe mnozenie: e; — ge;. Oz-
naczmy przez V,.q przestrzefi wektorowa rozpigta przez wektory ey, .. ., e, orzaz przedtuzmy powyzsze
dzialanie do liniowego dziatania na V., wedlug liniowosci (czyli g(cver +-- - +ane,) == arjger+-- -+
anpgen). Otrzymana reprezentacje nazywamy (lewa) regularng reprezentacja grupy G.

Dowod punktu 1 twierdzenia: 7 relacji ortogonalnosci wiemy, ze charaktery reprezentacji nieprzy-
wiedlnych tworza uktad ortonormalny. Czyli, do udowodnienia zostaje tylko zupelnosé tego uktadu.
Innymi stowy, musimy dowie$¢, ze nie istnieje funkcji klas ortogonalnej do wszystkich charakterow
reprezentacji nieprzywiedlnych.



Ot6z niech F' taka funkcja. Wtedy, wedlug powyzszego lematu, operator L(p, F') jest zerowy
dla dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji p. Poniewaz kazda reprezentacja rozktada sie na nieprzy-
wiedlne, mamy tez L(p, F)) = 0 dla dowolnej reprezentacji, w szczegolnosci dla reprezentacji regu-
larnej p = preq. Stad

0= L(preg. F)er = Z F(g)ge;.
geG

Poniewaz wektory {ge;}sec tworza uktad liniowo niezalezny w V.4, mamy F(g) = 0 dla kazdego
ge G, czyli F=0.01

Rozklad reprezentacji regularnej na nieprzywiedlne:

TWIERDZENIE 1. Kazda reprezentacja nieprzywiedina p; : G — GL(V;) wchodzi w V,ey 2 krot-
nosciq rowng swojemu wymiarow: n; := dim V;.

an: G

Dowdd: Ad. 1. Niech g # e, wtedy dla kazdego h € G mamy gh # h. Czyli dla kazdego i wektor
preg(g)e; W rozkladzie po bazie e, ..., e, nie ma nietrywialnego sktadnika proporcjonalnego do e;.
Stad wnioskujemy, ze wszystkie wyrazy diagonalne macierzy operatora p,.,(g) w bazie ey, ..., e, sa
zerowe i Tt preg(9) = Xp,.,(9) = 0.

Z kolei x,,.,(e) = Trldy,,, = |G].

Stosujac twierdzenie o krotnoséci wchodzenia, mamy

2. Wymiary n; spetniajqg tozsamosc.

] —~—— R 1
(Xpreg|Xpi) = €] > Xoreo @)X0:(9) = @Xpwg(e)xpi(e) = |—G|!G|xpi(6) = n;.

geG

Ad. 2. Z punktu 1 widzimy, ze x,,., = >_; 7iX,,- Obliczjac to wyrazenie na elemencie neutralnym e,
otrzymujemy szukang tozsamos¢. [

Reprezentacje nieprzywiedlne p : G — GL(V') grup abelowych: Sa jednowymiarowe. Istotnie,
poniewaz gh = hg, mamy p(g)p(h) = p(h)p(g) dal wszystkich g,h € G, skad operator p(h) jest
operatorem splatajacym dla p. Wedlug lematu Schura ma by¢ postaci p(h) = A(h)Idy przy czym
A(hihg) = A(h1)A(he), czyli A : G — C* = GL(1,C) jest homomorfizmem. Jasne, ze reprezentacja
h — A(h)Idy jest nieprzywiedlna wtedy i tylko wtedy, gdy dim V' =1 (lub 0, co nie rozpatrujemy,
bo jest trywialne).

Zauwazmy, ze reprezentacja jednowymiarowa G — GL(C) = C* kazdej grupy pokrywa sie ze
swoim charakterem x,: G — C.

PRZYKEAD: ZnajdZzmy wszystkie nieprzywiedlne reprezentacje grupy cyklicznej C, = {e,a,a?, ... a" 1}.
Wiemy, ze sa jednowymiarowe i, poniewaz wymiar reprezentacji regularnej jest n, ma ich by¢ n.
Kazda taka reprezentacja ma posta¢ e — 1,a +— X = x(a) € C*,a* =\ k=2,...,n—1, przy czym

A" = 1. Stad A musi by¢ jednym z pierwiastkow n-go stopnia z jedynki {1,¢, €2, ..., " '}, e = e/,
Tabela charakterow dla n = 4 ma postac



2 3

elala|a
xo|1[1]1]1
xi|1]lel|e|é
Yo |1 |e2| 1 |¢é
xs | 1] €| e | e
PRZYKLAD: Grupa Dy = Vy = Zs X Zy. Ogoélnie grupa D, symetrii n-kata foremnego sklada
sie z elementéw postaci e, a,a?,...,a" !, gdzie a obrot plaszczyzny o kat 2m/n oraz elementow

2 ..., sa™ !, gdzie s jakiekolwiek odbicie zachowujace wielokat. Elementy te spelniaja

postaci s, sa, sa
nastepujace relacje: a” = e,s? = e,sa*s = a7*. Grupa D, jest iloczynem poétprostym Cy x fC,,.
Tutaj Cy := {e, s}, f : Co — AutC, jest dane wzorem f(e) = Id, f(s)a* = a=*.

W szezegolnosei, Do, grupa symetrii 2-kata foremnego (jak $miesznie to nie brzmi), sktada sie z
e,a, s, sa. Poniewaz sas = a~! 1 — 5, mamy sa = as oraz asa = s = saa, ssa = a = sas, czyli
jest przemienna. Ma wiec mie¢ 4 jednowymiarowe reprezentacje nieprzywiedlne. Kazdy z elementow
g grupy jest inwolucja, czyli g> = e, skad odpowiadajaca mu 1 x 1-macierz p(g) musi by¢ réwna +1.
Ponadto p(e) = 1. Latwo sie przekonaé, ze tylko nastepujace 4 wektory spelnieja te wymogi i tworza
uktad ortonormalny:

=ails”

(& a S sa
Yo | L] 111
i | 1|-1]1]-1
Yo |1 [-1]-1]1
Ya | 1] 1 [-1]-1

Komutant grupy i reprezentacje: Komutantem G’ grupy G nazywamy najmniejsza podgrupe
normalng G’ C G taka, ze grupa ilorazowa G /G’ jest abelowa. Jesli p/ : G/G' — GL(V) jest
reprezentacja nieprzywiedlng grupy G /G’ (V musi by¢ 1-wymiarowe), to p' o7, gdzie 7 : G — G /G’
jest rzutem naturalnym, jest nieprzywiedlng reprezentacja grupy G.

PRYKEAD: Niech G := D3. Wtedy G’ = C3 = {e,a,a’} a G/G’ = C,. Klasy sprzezonosci sa nastepu-
jace {e},{a,a*},{s, sa,sa*}. Grupa G ma 2 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzgce
z reprezentacji G/G’ = Cy. Oto ich charaktery

elala’| s | sal sa’

Yo |L|T| T [1]1]1
xi | L] L1 [1]-1] 1

Reprezentacja regularna jest 6-wymiarowa, wiec mamy dwie mozliwosci: albo jeszcze 4 reprezen-
tacje l-wymiarowe, albo jedna reprezentacja 2-wymiarowa (wchodzaca z krotnoscia 2). Okazuje
sie, ze zachodzi druga mozliwo$é: rozwazmy naturalng reprezentacje G na R? dang wzorami a +—

cos2m/3 —sin27m/3 1 0 . L : 2
( Gin2r/3  cos2r/3 ) S ( 0 —1 ) i zinterpretujmy ja jako reprezentacje w C°. Tabelka
uzupelni sie do nastepujacej:

e a CLQ S Sa SCL2
v 1|1t [t]1]1
i 1| T[T [a]1] 1
Yo |2 ]-1[-1]0]0] 0




Poniewaz (x2|x2) = 1, odpowiednia reprezentacja jest nieprzywiedlna.

PRYKEAD: Niech G := D,;. Wtedy G' = Cy = {e,a?} a G/G' = D,. Tstotnie, sa’s = a?, (sa)a*(sa)™' =

(sa)a’a®s = sa’s = a?, (sa?)a*(sa®) ™' = sa’a*a’s = a?, (sa®)a?(sa®) ™' = sa®a’as = a?, czyli G’ jest

normalna. Oto odpowiednie warstwy i ich tabelka mnozenia:

{e 0’}

{a,a’}

{s, sa*}

{sa, sa®}

{e,a’}

{e,a’}

{a,a’}

{s, sa*}

{sa, sa®}

{a,a’}

{a,a’}

{e,a®}

{sa, sa®}

{s,sa’}

{s,sa’}

{s,sa’}

{sa,sa®}

{e,a’}

{a,a’}

{sa, sa®}

{sa, sa®}

{s, sa*}

{a,a’}

{e,a’}

Stad widzimy izomorfizm G/G' = Ds.

Klasy sprzezono$ci sa nastepujace:

{e},{a’},{a,a’},

{s,sa’},{sa, sa®}. Grupa G ma 4 reprezentacje nieprzywiedlne 1-wymiarowe pochodzace z reprezen-
tacji G/G' = Dy oraz jedna reprezentacje nieprzywiedlng 2-wymiarowa pochodzaca z reprezentacji

naturalnej na R?: q
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( cos2m/4 —sin2m/4

>’8}—>

1 0
0 -1

sin27/4  cos2mw/4
el ala®|ad sa | sa* | sa®
xo|l]1]1]1|1]1 1 1
xi1|1]-1|1/]-1|1}]-1] 1 -1
xe|1]-1]1-1]-1]1]-1 1
xs|1]1|]1}1]-1]-1]-1]1]-1
il 210 =2 00| 00

). A oto tabela charakterow:



