Wstep do teorii oddzialywan fundamentalnych
Zadania domowe

1 Grupa Lorentza

1.1 Wykaz réwnos¢:

ek 1 d*k 5 910
/(2%)32_&:/(27042m5<k —m*)0(k"),

przy czym funkcja f(z) = 1dlaz > 01 6(z) = 0 dla z < 0. Ponadto przydatne moga si¢ okazac:

Sl = S5 =G bieguny ().

i

Czy obiekt ten jest niezmienniczy lorentzowsko?

1.2 Wykaz, ze (a) 0,¢(z) , (b) 0,¢(x)0"0" ¢(x)

sa polami (ko-)wektorowymi jesli ¢(z) jest polem skalarnym.

1.3 Wiasciwa grupa Lorentza Ol (1, 3) ma podwéjne nakrycie SL(2,C). U € SL(2,C) dziata na

czterowektory w nastgpujacy sposob:
ot =w— UwU" =g, w0, U=e%" q €C
Znalez¢ U 1 A odpowiadajace:
(a). obrotowi o kat ¢ wokét osi OZ
(b). pchnigciu o predkosé v wzdtuz os O Z.

(c). znajdZ jawna postaé U jako macierzy 2x2 wyrazajac wystepujace funkcje trygonometryczne od ze-
spolonych argumentéw przez funkcje od argumentéw rzeczywistych zapisujac a = b+t ¢k, by, ¢ €
R

14 Niech spinor Weyla ¢ transformuje si¢ wzgledem U € SL(2,C) wg. formuty: ¢p — U, U =
exp(a;0'), a; € C. Pokaz, ze (). = io*)* transformuje si¢ wg. wzoru: (¢). — U(¥)., gdzie
UtU = 1. (6%(c")*0? = —0)



1.5 Niech pola spinorowe 1, x transformuje si¢ wzgledem U € SL(2,C) wg. formuly: ¢/(z') =
Uip(z), X' (x') = Ux(x) (oznaczenia takie jak w zad.1.3, 1.4). Pokaz, ze wyrazenia ponizej sa kowari-

antne.
(a) "0, —m(x). =0, (b) ic"0u(x)e —mp =0

1.6 Czy pola ponizsze transformuja si¢ jak lorentzowskie tensory dla pdl spinorowych o, (),
zdefiniowanych jak powyzej:

@y, ®PTW)., ©@vToy, DyTThy, (@ vTah)., O vTahe”(y)..
1.7  Niech#@ = j— eA = —id — eA. Pokaz, ze

(75)(7F) = (7% — eB - &),
gdzie B =V x A, a 0; sa macierzami Pauliego, dla ktérych mamy

[O’i, O'j] = 2i€ijk0-ka 0,05 = (5,']‘ + iGiijk-

2 Pola klasyczny

21 Pokazac, ze lagranzjan

2

1
L= =5 0,2,0"" + 2 (9,9") - % o, 0"

1
2
dla rzeczywistego pola wektorowego ¢, prowadzi do réwnari ruchu postaci

(0> + m*)®, — 0,0,2" =0
i ze pole ® spetnia warunek Lorentza 0, 9% = 0.
POLA FERMINOWE
2.2 Pokazaé, ze jesli 1 spetnia réwnanie Diraca to 1) = 1)*~° spetnia:
(i@,ﬂ’y“ +1¢Pm) =0

Wskaz: 109+ = 4+



23 Pokaz, ze prad fermionowy j# = —1) y*4) jest zachowany tj. Oug* = 0, jesli v spetnia réwnanie

Diraca z masa m.

24 Dla pola Diraca transformacja 1)(x) — /() = e"(z), gdzie a jest dowolnym parametrem

rzeczywistym, nosi nazwe transformacji chiralne;j.

a. Pokazaé, ze lagrangian £ = (z)(iv*9, — m)i(x) w granicy m — 0 jest niezmienniczy wzgle-

dem transformacji chiralnych.

b. Wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla p6l

Vo) = 30— l@), () = 50+ ()

przy niezerowej masie m 1 pokazac, ze rownania te rozprzegaja si¢ w granicy m — 0.

2.5 Majorana eq. i Y, —m(Yr)c =0 iscovariant equation but it does not have U(1) symmetry
) — €*). Find its plane wave solutions.
l 0

| | 1 ,
U= (bu(k)uie™ 4 by (k) 0™ ym 0 = 50" ka0 ()", i = {( ) (1) b ()aim. is wrone

SYMETRIE
W ponizszych zadaniach Lagrangiany £ maja symeri¢ Lorentza i wystgpuja w nich "operatory" do

wymiaru 4 wiacznie.

2.6 Skonstruuj najbardziej ogélny U(1) globalnie niezminniczy Lagrangian £ dla modelu teorii pdl
zawierajacego dwa zespolone pola skalarne (¢, ¢2) o tadunkach wzgledem G=U(1) wynoszacych

odpowiednio: (Q; = 1, Q2 = 2) i masach (mq, ms).

2.7 Napisz £ dla teorii, w ktérej wystepuja dwa zespolone pola skalarne ¢;. Teoria dodatkowo
posiada globalng symetric G = U(1) x U(1) wzgledem ktdrej pola maja nastepujace tadunki: ¢; :
(170)7 ¢2 : (071)

2.8 Przedyskutuj mozliwosci spontanicznego naruszenia globalnej symetrii G = U(1) xU(1) w zad.
2.14 w zaleznoS$ci od warto$ci wyrazéw masowych (moga mie¢ dowolny znak). Przyjmij, ze wszystkie

stale sprzgzenia wymiaru 0 dla wyrazéw oddziatywania sa dodatnie.



29 Trzy rzeczywiste pola skalarne (E = (¢1, ¢a, ¢3) transformuja si¢ jak wektor grupy G=SO(3).
Opisz SSB, gdy V = —12(¢)2 + A((¢)%)2, (12, A > 0).

2.10 Pola cechowania
Dla 2.9 przeprowadZ analogiczna konstrukcje, gdy grupy G jest symetriag cechowania oraz opisz

mechanizm BEH.

2.11 Niech ¢;, ¢+ = 1,2,3 beda trzema rzeczywistymi polami skalarnymi. Zbudujmy macierz
® = o'¢'. Niech pod dziataniem g € SU(2): ®'(z) = gPg*. Napisz SU(2) lokalnie niezmienniczy

Lagrangian dla ¢ (zawierajacy odpowiednie pola cechowania) z wyrazami do wymiary 4 wiacznie.

2.12 Czy wielkosci (a) 0,¢ 1T o#1) oraz (b) 9,,¢ 17 #(¢)). moga by¢ skalarami grupy Lorentz, jesli
pole v transformuje si¢ tak: ¢'(z’') = U (x) a ¢ jest polem skalarnym? Jesli tak to podaj zwiazek

miedzy U a transformacja Lorentza wektorow.

2.13 Przedyskutuj SSB (jakiej symetrii ?, czy zachodzi ?) dla modelu teorii pola o potencjale:
V =2me ¢ ¢ + Mg + M (¢*9)°

dlapeR, ¢pcC, \j, s >0,meR.

2.14 Napisz £ dla teorii, w ktérej wystepuja dwa zespolone pola skalarne ¢;. Teoria dodatkowo
posiada globalng symetri¢ G = U(1) x U(1) wzgledem ktérej pola maja nastepujace tadunki: ¢y :
(170)7 ¢2 : (07 1)
3 Kwantowka
3.1 Korzystajac z relacji komutacyjnych dla operatoréw kreacji 1 anihilacji pola zespolonego

[a(k), a* (K)] = 6(k — k), [b(k), b* (K)] = 0(k — K).
pokazaé, ze dla dowolnych g, 3y zachodzi

62, 0* ()] = [ di (e7He = e

Ile wynosi [¢(z), ¢(y)]?



3.2 Wyrazi¢ przez operatory kreacji i anihilacji dla zespolonego pola skalarnego

Hamiltonian

"= /dggf((é’ocbﬂ(@oaﬁ) + Vo - Vo +m’éTe)

e ped
P= /d%(mbﬁqﬁ + h.c.)

wykorzystaj kanoniczne reguty komutacji i pokaz, ze [H, 13] =0

wyraz, p przez przez operatory kreacji i anihilacji

33 Sprawdzié, ze w obrazie oddziatywania, w ktérym ewolucja czasowa operatoréw A;(t) jest

opisana przez swobodny hamiltonian H, zgodnie z
A[(t) — eiHotAe—iH0t7

operatory pola skalarnego ¢ (z), 7;(x) spetniaja te same relacje komutacyjne, co w obrazie Schrodinger-

a, tzn.
[Qb] (fv t)’ 77[(?7, t)] = 25(3) (f - ?j)
34 Dla teorii zespolonego pola skalarnego
Ezau¢*au¢_m2¢*¢_)\(¢*¢)2
wykaz, ze:

(a). oile zachodza klasyczne r.r. to prad j* = —ig(¢*0t¢p — 0"¢*¢) jest zachowany tj. 0,j* = 0 oraz
tadunek Q = —ig [ d®z(¢*0pp — Dod* p) jest staty w czasie tj. Q = 0

W teorii kwantowej (wykorzystaj kanoniczne reguty komutacji)

(b). pole ¢ ma tadunek g tj. [Q, ¢(x)] = go(x)

(). tadunek @ = [ d*zj° nie zalezy od czasu tj. [H, Q] = 0.

Dla kwantowej teorii swobodnej A = 0
(d). wyraz Q przez operatory kreacji i anihilacji
(e). policz [H, Q] = 0dla H i () wyrazonych przez operatory kreacji i anihilacji

5



3.5 Pokaz, ze:
e—iHota+ (k)eiHot — e—iwkta—l- (k)

Wskazéwka: oznaczamy a®(k,t) = e #olgT(k)ettot, 1) Pokaz,ze [a(k,t),at (K t)] = §(k — K').
2) ut6z r. rézniczkowe: idat(k,t) = [Ho,a™(k,t)], 3) wyraz Hy przez a(k,t),a™(k,t) 4) policz

[Ho,a™(k,t)] 5. rozwiaz r. rézniczkowe.

3.6 Wykonaé zadanie poprzednie w przypadku teorii z lokalna symetria cechowanie U(1) (tj. gdy

formalnie podstawimy 0, — D,,).

3.7 Rézniczkujac < 0|T'¢(x)¢(x")|0 > oraz korzystajac z regut komutacji miedzy polem oraz pe-

dem pola pokaz, ze
(0% + m?) < 0|Tp(x)p(z)|0 >= —id™W (z — 2)

Wskaz: pamigtaj o iloczynie chronologicznym oraz uzyj 0,0(t — t') = 6(t — t')

4 Diagramy Feynmana
4.1 Dla modelu zespolonych pdl skalarnych ¢;, (i = 1,2) o masach m; z oddziatywaniem

L1 = =Mo"z,

postugujac si¢ formalizmem kwantowe;j teorii pola, policz amplitudg przejscia czastki i anty-czastki typu

1 na czastke i anty-czastke typu 2.

1+1— 242
4.2 Dla modelu zespolonego pola skalarnego ¢ o masie m oddzialyjacego z rzeczywistym polem
skalarnym ¢ o masie M > 2m

Lr= -2y,

oblicz w wiodacym rzg¢dzie rachunku zaburzen:
(a). amplitude rozpadu czastki pola ¢ na czastke 1 i anty-czastke v .

o= v+9

Dlaczego dla M < 2m amplituda ta znika.



oraz amplitudy rozpraszania (oznaczenia j.w.)
(b). 29 —» 20
©. b+¢— v+¢
. 20 = Y +9

4.3 Dla modelu zespolonego pola skalarnego 1) o masie m oddzialyjacego z rzeczywistym polem

skalarnym ¢ o masie M 1 oddzialywaniu

Ao g

_¢a

Lr= Moy - 3

narysuj wszystkie diagramy Feynmana dla proceséw z poprzedniego zadania

44 Pewien model teorii czastek zawiera dwa zespolone pola skalarne ¢, ¢ 0 masach, odpowied-
nio, mq, ms i tadunkach ;1 = 1, Q2 = 2 wzgledem pewnej globalnej grupy symetrii U(1).
(a) Skonstruuj najogdlniejszy lagrangian lorentzowsko 1 U(1) niezmienniczy z kanonicznymi czlonami

kinetycznymi i oddziatywaniami do rzedu O(¢*).

Narysuj wszystkie drzewowe diagramy Feynmana dla nastgpujacych proceséw rozpraszania
b)1+1— 1+1,
©2+2— 1+1.
Wskazowka: Grupa U(1) dziata na te pola w nastepujacy sposob
o1 — ¢h=€b1,  dy = ¢ = .

4.5 Dla teorii:
L= 0" 0" + % 0,90 — m?[Y|* — M?¢* — AY|*¢, 1 eC, ¢ €R

(a)Postugujac si¢ regutami kanonicznego kwantowania wyprowadz wzor na amplitudg rozpraszania e-
lastycznego anty-czastki pola v i czastki pola ¢.
(b)Przedyskutuj jakie drzewowe procesy moga zachodzi¢ migdzy kwantami p6l skalarnych ¢, ¢ w

rzedzie \ oraz \°.



4.6 Pewien model teorii czastek zawiera dwa pola zespolone (¢1,¢2) o tadunkach U(1) (Q; =
1, @2 = 2) i masach réwnych odpowiednio (m;,ms). Skonstruuj najogélniejszy Lagrangian Lorent-
zowsko i U(1) niezminniczy z kanonicznymi cztonami kinetycznymi i oddzitywaniami do rzgdu O(¢?).
Narysuj wszystkie drzewowe diagramy Feynmana na nastgpujace procesy rozpraszania

(@l+1— 141,

b)2+2— 1+1

Wskazowka: Grupa U(1) dziata na te pola w nastepujacy sposéb ¢y — €™ @dy, ¢y — €*%o.

5 Model Standardowy (MS)

Sktad kwarkowy mezonéw: K~ = us, 7~ = ud, 7° = (uu — dd).
Masy: m,- = 140 MeV, myo = 135 MeV, myg- = 494 MeV, mygo = 498 MeV, m, = 0.5 MeV, m,, =
100 MeV, m, = 1.8 GeV'.

5.1 W MS policzyé mase pola Higgsa H. Potencjat dla dubletu pél skalarnych wynosi V' (¢) =

2 0
A¢T¢ — %)? apole Higgsa zdefiniowne jest przez ¢ = \/Li ( H)
v+

5.2 Narysuj diagramy Feynmana najnizszego rzedu prowadzace do rozpadéw:
(a) K=~ — I+ (b)) K- = l+p+7° (¢) K~ — 7 +7° (d)7~ — I+ (e) 7 — I+y+n°

gdzie [ jest jednym z leptonéw. Ktére z leptonéw moga by¢ wyprodukowane w takich procesach.

5.3 W Lagrangianie MS policzy¢ oddzilywania sprz¢zenia pol
(@eeZ, O)vv.Z, (@©evW, € Wtrud, (g)Wtus. (h)H?*Z, (i) Huu

54 A. Narysuj diagramy Feynmana najnizszego rzgdu prowadzace do procesow
(@. et+tv,— ety
®d). e+rv,— e+,
©. etv,— ptre

Odpowiedz uzasadnij wypisujac odpowiednie cztony oddziatywania.



