Metoda Hartree-Focka

Zacznijmy od ogdlnego hamiltonianu elektronowego dla czasteczki chemicznej w przy-
blizeniu Borna-Oppenheimera (Ho w ,BO.pdf"). Nie przejmujmy sie na razie cztonem
oddziatywania elektrostatycznego jader (w przyblizeniu BO jest to po prostu stata).
Cztony zalezne od wspétrzednych tylko jednego (i-tego) elektronu zbierzmy dla pro-

stoty jako h(i).
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Zobaczmy, co stanie sie, gdy jako 1) wstawimy tu wyznacznik dwuelektronowy (poréwnaj
ze ,Slater.pdf”). Na poczatek rozwazmy wartosci oczekiwane h(%).

Wlh(1)]y) = / dad@% X5 (@) (@) — X} (@2)x3 (7))
h(1 ) [Xl(fl)m(fz) — x1(Z2)x2(Z1)]
1y (x5 @R (#0) b (@2 + b (22) X5 (@D)h(1)xa (31)

—Xi (@FD)R(1)x2(21)x5 (F2)x1 (F2) — XF (F2)x2(T2)X5 (@) h(1 )Xl(ffl)]



Metoda Hartree-Focka

Okazuje sie, ze po wycatkowaniu po Z2 niebieskie cztony znikaja (ze wzgledu na orto-
gonalnos¢ spinorbitali x1 i x2). Dostajemy:
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Dla operatora 3(2) dostaniemy identyczny wktad, co w kohcowej sumie usunie nam %
Dla operatora dwuelektronowego:
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Tutaj, ze wzgledu na ri2 zalezne od wspdtrzednych obydwu elektronéw, nie zadziata
poprzednia sztuczka. Za to mozemy zauwazyé, ze ri2, jako odlegtosé (liczba, nie
wektor), jest niezmiennicze wzgledem zamiany elektronéw 1 i 2. Po tej zamianie okazuje
sie, ze czerwone wyrazy s3 sobie réwne, podobnie jak niebieskie. Zatem:
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Ostatecznie, dla ogdlnego przypadku wieloelektronowego (i funkcji w postaci wyznacz-
nika Slatera), wyrazenie na warto$¢ oczekiwana energii jest nastepujace:

(V| H|w) :Z«Mh(z ) + = ZZ w—\w

i gAY
—Z (XalPlxa) + = ZZ( XaXb|XaXs) — (XaXblXbXa))
a b#a

= Z alh|a) ZZ (ablab) — (ab|ba))
= (alhla) + 5 ZZ (abl|ab) Tt
a a b

TNie musimy wytacza¢ a z sumy, poniewaz w sposéb oczywisty (aalaa) — (aalaa) =0
1 Gdzie (ab||ab) jest po prostu konwencja skréconego zapisu catek z wiersza wyzej!
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Réwnanie Hartree-Focka jest niczym innym, niz réwnaniem na najbardziej optymalne
ortonormalne spinorbitale x4, z ktérych mamy zbudowaé wyznacznik ¢. Aby je otrzy-
ma¢, zastosujmy do wyzej zapisanego hamiltonianu metode nieoznaczonych mnoznikéw
Lagrange'a. Wiezem jest ortonormalnos$¢ spinorbitali... a w zasadzie wiezami - mamy
warunek dla kazdej pary spinorbitali.
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UWAGA: §(a,b) oznacza tu delte Kroneckera, symbol & f oznacza¢ bedzie z kolei wa-
riacje f.
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Wariacja lagranzjanu:
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UWAGA! Poprzez C} oznaczone s3 sprzezenia zespolone pozostatej czesci danego wy-
razenia. Nie wnosza one nic istotnego do rozwazania, totez traktujemy je tu nieco
»po macoszemu” (patrz: kohcdwka pliku ,Lagrange.pdf”). Ponadto zwréémy uwage
na to, ze w powyzszych wzorach wystepuje wariacja tylko jednej z funkcji w catkach
dwuelektronowych. MogliSmy to uczynié, bo wskazniki a i b przebiegaja ten sam zakres
(wszystkie spinorbitale), wiec wariowanie drugiej funkcji po wysumowaniu prowadzi do
takiego samego wyrazenia (co kasuje nam % we wzorze)!
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Skoro &x . (Z1) jest dowolne, wyrazenie w nawiasach klamrowych musi sie zerowad!
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Pozostaje tylko jako$ tadniej to zapisaé, by dosta¢ znang postaé réwnania Hartree-
Fockal!

ORI AN /@(1))] Xa(1) = D" Aapxe(1)
b b
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Fo(D)xe(@1) = { / df2x§(fz)é><b(fz)} xal@1)

Ko(1)xa(@1) = { / dfzxi(fz)éxa(fz)} Xb(@1)

Operatory J,(1) i J(1) nazywamy kulombowskimi (ten drugi catkowitym), K (1) i K(1)
- operatorami wymiennymi, za$ f(1) to operator Focka (fokian). Warto zauwazyé, ze
operator wymienny dziata w dos$¢ szczegdlny sposéb - ,wymienia” spinorbitale xq i Xbp-
Dziatajac na jaki$ spinorbital, nie ogranicza sie jedynie do przemnozenia go przez jakas
catke (jak kulombowski), ale najpierw podmienia go na spinorbital oznaczony indeksem
takim, jak operator.

1

...no, prawie - patrz nastepna strona.
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Moze tez dziwié ostateczna postaé réwnania - réwnania dla poszczegdlnych spinorbitali
sg ze soba posprzegane poprzez sume po b po prawej stronie. Czy da si¢ co$ na to
zaradzié, by otrzymaé prostsza, tzw. kanoniczng?, postaé, zapisana ponizej?

F11) e (1) = A% Ixa (1)

Zobaczmy. Pomnézmy réwnanie Hartree-Focka z lewej strony przez spinorbital sprze-
zony i scatkujmy (pamietamy o ortonormalnosci spinorbitali):

xeMIF(D)Ixa(1)) = ZAba Xe(xp(1) vs. (xe(WIF(1)]xa(1)) = X, (xe(D)xa (1)

(xeMIF(D)Ixa (1)) = Aca vs. (xa (DI (Dxa (1) = A,
Lub, macierzowo:
f=Xvs. f'=X

Jezeli sie nad tym chwile zastanowimy, to w prawej, primowanej, wersji réwnania macie-
rze sa diagonalne! Przypomnijmy sobie wiadomosci z zakresu diagonalizacji macierzy.
Przeprowadzajac te operacje na macierzy hermitowskiej, znajdowali§my macierz uni-
tarng U (uzywali$my macierzy obrotu), ktéra ,obktadaliSmy” nasza macierz. Tutaj
chcemy zdiagonalizowa¢ macierz A:

f=Uutru=utau=x

2Spinorbitale bedace jej rozwigzaniami réwniez nazywa si¢ spinorbitalami kanonicznymi.
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W praktyce moglibySmy to przeprowadzi¢, przemnazajac wyznacznikowa funkcje falowa
przez wyznacznik macierzy U:
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det(M') = — det(UM) = —— det(U) det(M)
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Skorzystaliémy tutaj z tego, ze wyznacznik macierzy unitarnej to e*#:
Ulu =1
det(UTU) = det(UT) det(U) = det(U)* det(U) = | det(1)|> = 1
det(U) = €'%, bo (e'¥)*e!? =1

Co wazne, dzieki zastosowaniu macierzy unitarnej nie zmienia sie gesto$¢ prawdopodo-
biefistwa dla wyznacznika Slatera (tak jak i wartosci oczekiwane operatoréw):

[/ = |e"9|* = |2 [p]* = ||

Moéwimy, ze nowa funkcja rézni sie od starej fazg. Jezeli wstawimy nowa funkcje do
réwnania Hartree-Focka, rzeczywiscie otrzymamy to co chcieliS§my:

p = O MIFD)]xg (1)
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Jedynym, czego musimy jeszcze dowies¢, jest fakt, ze uzycie w ostatnim rachunku
nowych spinorbitali nie zmienito dziatania operatora Focka f(1)(w koncu operatory
kulombowskie i wymienne zaleza od spinorbitalil).
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Analogicznie dla operatora wymiennego! Zatem f/(1) = f(1). To, co ma pokazywaé
rachunek z czterech poprzednich slajdéw to fakt, ze mamy pewna swobode w wyborze
rozwigzan réwnania Hartre-Focka (co do czesci fazowej funkcji wyznacznikowej) i mo-
zemy wybraé takie (nadal najlepsze mozliwe), ktére pozwolg nam zapisa¢ réwnanie w
prostszej (kanonicznej) postaci.
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Podsumujmy: réwnanie Hartree-Focka to réwnanie, ktdrego rozwigzaniami sg najlep-
sze mozliwe (dajace najnizsza warto$¢ oczekiwana energii) spinorbitale do konstrukcji
wyznacznikowej funkcji falowej.

Mozemy je wyprowadzi¢ minimalizujac warto$¢ oczekiwana energii elektronowej cza-
steczki (zaktadamy przyblizenie BO) dla wyznacznikowej funkgcji falowej metoda mnoz-
nikéw nieoznaczonych Lagrange'a. Jako wiezy bierzemy warunki ortonormalnosci spi-
norbitali.

Rozwiazania réwnania (spinorbitale) zachowuja pewna dowolno$¢ - mozemy wymieszaé
je miedzy soba (dziatajac macierza unitarng) tak, by réwnanie miato prostsza (kano-
niczng) postaé.

Niestety poszukiwane przez nas spinorbitale s3 jednoczeénie potrzebne do wyznacze-
nia operatoréw kulombowskich i wymiennych w fokianie! Z tego powodu réwnanie HF
rozwiazujemy iteracyjnie (metoda pola samouzgodnionego, w skrécie SCF3) - bierzemy
jakas poczatkowa postaé spinorbitali (np. z metody Hiickla), wyznaczamy operatory ku-
lombowskie i wymienne, rozwigzujemy réwnanie otrzymujac nowe (lepsze) spinorbitale
i powtarzamy tak w kétko, az spetnimy jakie$ ustalone przez nas kryteria zbieznosci.

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku. Korzy-
statem z: Szabo A., Ostlund N., ,Modern Quantum Chemistry”, Dover Publications,
Revised ed. edition (June 8, 2012) (wersja elektroniczna)

30d terminu angielskiego Self Consistent Field.
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Reguty Slatera-Condona | reguta (w zasadzie juz zrobilismy):
(@] Z h(i)y) = Z (alhla)
(vl Z —\w ZZ (ablab) — (ablba))

Il reguta (wyznaczniki réznia sie 1 spinorbitalem)

@I b)) = Gali)
WIS ——1ug) = 3 (ablrb) — (ablpr))
ij W b

11l reguta (wyznaczniki réznia sie 2 spinorbitalami)
@1 h(i)g) =0
i

Wl %\ oh) = (ablrs) — (ab|sr)
i i



