Metoda Hartree-Focka: wtasnosci

Woyrazenie na warto$¢ oczekiwana hamiltonianu dla funkcji wyznacznikowej widzieli§my
juz wczesniej:

a
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a b

Zobaczmy tez czemu réwna sie suma energii orbitalnych e, (od tej pory tak bedziemy
nazywa¢ mnozniki nieoznaczone A, w réwnaniu Hartree-Focka):

f|Xa> =¢€a|Xa)

Z €a = Z <Xa|f‘Xa>

a

= > (xalhlxa) + D> ((xaxslxaXxs) = (XaXblXbXa))
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Whyrazenia te wygladaja podobnie, ale nie sa réwne! Réznia sie o

%Za > b ({Xaxblxaxs) — (XaXblXbXa)). Zatem suma energii orbitalnych nie jest
réwna energii stanu opisywanego funkcja wyznacznikowa! Energia orbitalna zawiera
w sobie usrednione oddziatywanie elektronu opisywanego danym (spin)orbitalem ze
wszystkimi innymi elektronami, zatem po wysumowaniu wszystkich bedziemy kazde
oddziatywanie liczy¢ dwukrotnie (za$ w wyrazeniu na energie liczymy kazde tylko raz).
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Gwoli rozwiania ewentualnych watpliwosci z poprzedniego slajdu pokazmy, skad wzigta
sie taka, a nie inna posta¢ (xalf|xa)-
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Jaki sens fizyczny maja zatem e,7 Aby to zobaczyé, przyjrzyjmy sie wielkosci zwanej
energia/potencjatem jonizacji (IP). Woyraza ona energie, jaka trzeba dostarczyé, by
oderwa¢ od atomu/czasteczki elektron ze spinorbitalu ¢ - czyli ja zjonizowaé (SO to
zbidr spinorbitali, SO \ {c} to zbiér spinorbitali bez spinorbitalu c):

IPp,=N-1g. _NE,
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Powyzsze sumy réznia si¢ miedzy soba tylko tym, czy zawierajag w sobie spinorbital c.

1

N g,

Zatem:
R 1 SO 1 SO
IP. = — (c|h|c) — 3 Z ({cb|cb) — (cb|bc)) — 5 Z ({aclac) — (ac|ca))
b a
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SkorzystaliSmy tu z do$¢ oczywistej zaleznosci (abled) = (ba|cd) = (baldc) (zajrzyj do
+HF.pdf”, spéjrz na definicje takiej catki). Ponadto nie ma znaczenia, czy w wyrazeniu
na IP zawrzemy w sumach ¢, bo oczywiscie {(cc|cc) — (cc|cc) = 0.
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W podobny sposéb przeanalizujmy powinowactwo elektronowe (EA), czyli energie wy-
mieniang przez uktad przy przytaczeniu do niego dodatkowego elektronu (SO U {r} to
zbiér spinorbitali powiekszony o spinorbital r):

EA, =NEy - Nt1E,

Sou{r} SOU{T‘} Sou{r}
NHE, = > (alhla) E Z ((ab|ab) — (ab|ba))
a
R SO
EA, = —(r|h|r) = > ((rblrb) — (rblbr)) = —&,
b

Wyniki te zbiera tzw. twierdzenie Koopmansa, ktére przypisuje energiom orbitalnym
(spin)orbitali ,obsadzonych” fizyczny sens energii jonizacji (ze znakiem minus), wirtu-
alnych zas$ - minus powinowactwa elektronowego. Warto tu zauwazyé, ze twierdzenie to
zaktada przyblizenie jednoelektronowe (operuje na pojeciu spinorbitali 1-elektronowych),
co nieodtacznie niesie za sobg problem z brakiem uwzglednienia korelacji kulombowskiej.
Ponadto przyjmuje do$¢ odwazne zatozenie, ze po procesie przytaczenia/odtaczenia elek-
tronu wszystkie pozostate spinorbitale nie zmieniaja sie (nie ulegaja relaksacji). Szcze-
$liwie te btedy zwykle kasuja sie dla TP, a dla E A niestety dodaja.
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Réwnanie Hartree-Focka, ktére wyprowadzilismy (£(1) [xa (1)) = €a |xa(1))), w zasa-
dzie nic nie méwi o postaci spinorbitali x4 (1), oczywiscie poza ich ortonormalnoscia,
ktoérej zadaliSmy podczas wyprowadzenia. Dlatego tez metode na nim oparta nazywamy
0g6lna metoda Hartree-Focka, czyli GHF. Spinorbitale moga miesza¢ funkcje spinowe:

Xa(1) = ¢a,1(F1)a(wr) + da,2(71)B(w1)

Paradoksalnie nieco bardziej ograniczona (ale mniej niz w nastepnej metodzie) postacia
spinorbitali postuguje sie UHF, czyli nieograniczona metoda Hartree-Focka, w ktérej
jedno z pary ¢q,1(71), ¢a,2(r1) jest zerowe (czyli spinorbital nie miesza funkgji spino-
wych). Nadal nie ma jednak zadnego warunku wiazacego ze soba rézne spinorbitale
Xa(l).

Znajdziemy taki w RHF, czyli ograniczonej metodzie Hartree-Focka:

x2a—1(1) = ¢a(1)a(w1)

x2a(1) = ¢a(71)B(w1)
czyli elektrony s3 ,sparowane” po dwa - ich spinorbitale maja te sama cze$¢ przestrzenna
(orbital). Ograniczona metoda Hartree-Focka dla uktadéw otwartopowtokowych funk-

cjonuje pod hastem ROHF, ale jej technikalia sa bardziej skomplikowane i wykraczaja
poza materiat tych ¢wiczen.
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RHF jest wyjatkowo czesto spotykana metoda w chemii kwantowej!. Dlatego tez
sprawdzmy, jak zmieni sie postaé réwnania Hartree-Focka dla przypadku RHF (réw-
nania GHF sa cafy czas poprawne - sprawdzamy tylko, czy da si¢ je w RHF uprosci¢).
Zapiszmy fokian w GHF (SO oznacza, ze sumowanie jest po wszystkich spinorbitalach):

SO
Fa) =h) + 3 (G0 - Ky(0)
b

W RHF po dwa spinorbitale odpowiadaja temu samemu orbitalowi (raz ze ,spinem
w gére": a, raz ,w dét”: (). Dlatego tez jesli powyzsze sumy przeprowadzimy po
orbitalach (O), dostaniemy:

O O
F) = k() +237 (F(10) - Ka(1) = h(1) + 3 (27(1) — 2K4(1))
b b

Jednoczes$nie wiemy (patrz plik ,Slater.pdf”), ze o ile catki kulombowskie (a wiec i
operatory kulombowskie) wystepuja zawsze, o tyle wymienne daja niezerowy wktad
tylko w przypadku takiej samej czesci spinowej w obu orbitalach wchodzacych do catki.
Jak wspomnieliSmy wczesniej, kazdy orbital wystapi w sumie raz z jedna, raz z druga
funkcja spinowa. Dlatego tez dla kazdego orbitalu znika nam jeden operator wymienny
I@b(l) i mozemy zmazaé stojaca przed nim dwdjke.

(@]
Fay =)+ 3 (24,01) - K1)
b

LUHF stwarza pewne problemy zwigzane z tym, ze catkowita wyznacznikowa funkcja falowa nie jest funkcja
wiasng operatora kwadratu spinu.
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Podobnie mozemy zrobi¢ w przypadku wzoru na warto$¢ oczekiwanga energii:
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SkorzystaliSmy tu z tych samych argumentéw, co na poprzednim slajdzie. Whniosek:
w przypadku RHF wygodniej jest przeprowadzi¢ sumowanie po orbitalach zamiast po
spinorbitalach (dwukrotnie mniej wyrazéw do sumowania), ale dostajemy nieznacznie
inne wzory i musimy o tym pamietad.
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Oczywiscie nadal nie méwilismy nic o postaci orbitali ¢,. W praktyce zwykle stosuje sie podejscie
oparte na znanej nam metodzie Ritza - wyrazenie orbitali jako liniowych kombinacji funkcji bazowych
(B -rozmiar bazy).

B
Ga(F1) = Z Caipi(T1)

Funkcje bazy ¢; to w standardowym podejéciu orbitale atomowe?. Przy omawianiu metody Ritza
dostaliSmy réwnanie macierzowe:

Hc = Sce
Po zastosowaniu jej do réwnania Focka, jest praktycznie analogicznie:
Fc = Sce

Jesli chcemy zapisaé w zwarty sposéb réwnania dla wszystkich rozpatrywanych orbitali, mozemy
zapisa¢ to tak (C i € s3 tu macierzami, ta ostatnia jest diagonalna):

FC = SCe

Jest to tzw. réwnanie macierzowe Roothana, a metode nazywa sie metoda Hartree-Focka-Roothana
(HFR). Jest to réwnanie nieliniowe (tak jak operator Focka zalezat od postaci spinorbitali, tak
F zalezy od C). Wymusza to na nas zatozenie jakiej$ poczatkowej postaci C' i rozwigzywanie
iteracyjne (SCF). Ze wzgledu na prostote algorytméw obliczania pojawiajacych sie catek, przewaznie
@; to funkcje Gaussa.

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku. Korzy-
statem z: Szabo A., Ostlund N., ,Modern Quantum Chemistry”, Dover Publications,
1 it sja elektroniczna)
2Méwimy wtedy o metodzie LCAO-MO: Linear Combination of Atomic Orbitals - Molecular Orbitals



