Zadanie wstepne

Rozwazmy atom wodoropodobny: najpierw ,z zamrozonym" jadrem, a potem caty, z petnym hamil-
tonianem. Sprawdzmy, jak zmieni sie energia jego stanu podstawowego. Petny (nierelatywistyczny)
hamiltonian dla atomu wodoru wyglada nastepujaco:
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gdzie: m. — masa elektronu, Mp — masa protonu, Z, — wspétrzedne elektronu, X; — wspbtrzedne
jadra (protonu), r — odlegtos¢ elektron-proton, Z — liczba atomowa, e — tadunek elementarny, €g —
przenikalno$¢ elektryczna prézni.

Rozwiazanie ,z zamrozonym jadrem” jest zaprezentowane np. w podreczniku prof. Pieli (dodatek
H w 2. wydaniu polskim). W tym przyblizeniu pomijamy czfon energii kinetycznej jadra (Mp jest
liczba na tyle duza w tej skali, Zze liczymy, iz nie popetnimy znacznego btedu).

Przechodzac do jednostek atomowych, ale zachowujac m. w koAcowym wzorze:
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Dla wodoru Z = 1 oraz, w uktadzie jednostek atomowych, m. = 1 i dostajemy znany dobrze wynik:
Eg_loo) = 7%Hartree = —1Ry ~ —2.17987 x 107 '8J. Ze wzgledu na to, ze jako nasza funkcje
prébna wybraliSmy funkcje wtasng hamiltonianu (2)1, otrzymany wynik jest nie tylko wartoscia
oczekiwana energii, ale mozemy méwié o energii atomu wodoru (dostali$my $cisle wartos¢ wtasna
hamiltonianu (2)). Energia ta zwigzana jest z jedna ze statych fizycznych, stata Rydberga: Roc =
[E$)|/(he) & 1.09737 x 107m ™.

1Co wynika tutaj z prostoty rozpatrywanego uktadu, zwykle tak si¢ nie da - nie znamy funkcji wtasnych i
prébujemy szczescia z jakimis ich przyblizeniami.
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Sprébujmy teraz wzigé réwnanie Schrédingera z petnym hamiltonianem (1) i rozwigzaé je bez zad-

nych przyblizen. Zeby utatwié sobie zadanie, poszukajmy wygodniejszego uktadu wspétrzednych.
WezZmy nastepujace wspdtrzedne:

@ 3 wspétrzedne érodka masy (CM): Xon = 77 (mezl, + ]WpX}',) (tak samo dla Yo i
Zom)?

@ 3 wspoétrzedne wektora taczacego elektron z protonem: z, = :Ele — X1/>

Zeby zapisa¢ hamiltonian (1) w nowych wspétrzednych, musimy wyznaczyé drugie pochodne po

tychze:
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2M = me + M), (catkowita masa atomu)
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Po wstawieniu tego do (1) (dla y i z sa oczywiscie takie same wzory), dostaniemy:
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W powyzszym wzorze wszystkie cztony mieszajace wspédtrzedne Srodka masy i elektronu skasowaty
sie! Mozemy wigc podzieli¢ hamiltonian na dwie czgsci — Srodka ma\sy3 oraz elektronowy w nowych
wspétrzednych*. Wyraz opisujacy energie potencjalna zostaje bez zmian — zawiera tylko odlegtos¢,
a ta oczywiscie nie zalezy od wyboru uktadu wspétrzednych.

3 Jest to hamiltonian czastki swobodnej o masie réwnej catkowitej masie atomu i po prostu opisuje ruch atomu
jako catosci (a ten nas tu nie interesuje).

4Wyglqda doktadnie tak jak (2), jedynie z masa elektronu zastapiong przez mase zredukowana
n= ('m;1 + ]Wpfl)fl. Czyli tak naprawde to réwnanie nie opisuje ruchu elektronu, tylko ruch czastki o masie

1 (a wiec zawiera tez informacje o ruchu protonu) i tadunku elektronu - to chwyt znany'z mechaniki klasyczne;j.
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Rozwiazanie bedzie polegato zatem na zastapieniu we wzorze (3) m. przez p:
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W jednostkach atomowych p = (1 + m)71 = iggg:ig ~ 0.999456

1 1836.15
————— =~ —0.499728[Hartree]
2 1837.15

Powyzsza warto$¢ jest dokfadnag nierelatywistyczng energia stanu podstawowego atomu wodoru.
Separacja srodka masy, jakiej dokonaliSmy nie jest przyblizeniem - jedynie odzwierciedleniem faktu,
ze oddziatywanie elektronu z protonem nie zalezy od ruchu atomu jako catosci.

Mozemy wyznaczyé takze nowa ,stata Rydberga dla atomu wodoru”: Ry = 183815 R

~ 1.09678 x 10"m~!. O ile stata Rydberga, Roo, przyjeto za stata fundamentalna, o tyle we
wzorze Balmera odtwarzajacym linie spektrum emisyjnego atomu wodoru wystepuje bezposrednio
Rp. W koncu fizycznym uktadem, ktéry badamy, jest atom wodoru z poruszajacym sie jadrem o
skonczonej masie.

Pewna watpliwo$é moze budzi¢ fakt, ze w przyblizeniu (2) dostajemy (metoda wariacyjna!) energie
nizsza niz powyzsza (doktadna). Nie jest to tak naprawde nic dziwnego, bo zasada wariacyjna
dziata dla okreslonego hamiltonianu (np. patrz wyprowadzenie w Ideach chemii kwantowej), gdy
rozpatrujemy rézne funkcje falowe. Tu mamy rézne hamiltoniany! Ponadto to catkiem rozsadne, ze
uwzglednienie (dodatniej) energii kinetycznej jadra podnosi energie uktadu.
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