Metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a

ZetkneliSmy sie juz niejednokrotnie z zagadnieniem poszukiwania ekstremum funkcji,
a nawet, choé przelotnie, funkcjonatu. Czasami jednak problem jest nieco bardziej
skomplikowany - argumenty, dla ktérych poszukujemy ekstremum, musza spetnia¢ jakies
dodatkowe warunki. Méwimy wtedy o optymalizacji z wiezami, a ekstrema nazywamy
ekstremami warunkowymi.

Wezmy przyktadowa funkcje f(z,y) = 3z + 2y (ptaszczyzna na rysunku). Znajdzmy
jej minimum i maksimum... ale zaraz, jesli poszukujemy ich w catej przestrzeni, ta
funkcja przeciez ich nie ma! Gdy jednak narzucimy warunek, ze ekstremum ma spetniaé
dodatkowa zalezno$¢: g(x,y) = x2 + y2 = 1, sytuacja moze ulec zmianie - w koficu w
obrebie jasnoniebieskiego okregu znajdziemy warto$¢ najwiekszg i najmniejsza.
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Jak rozwigzaé taki problem? Rzué¢my okiem na tzw. wykres konturowy naszej funk-
cji, czyli punkty, dla ktérych funkcja przyjmuje okreslong wartos¢. Przyktadowy wykres
konturowy przedstawiony jest ponizej, a takze (w wersji interaktywnej) w pliku ,La-
grange.nb”.
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Zauwazmy, ze w minimum (f(z,y) = —3.61) i maksimum (f(z,y) = 3.61) wykresy
konturowe f i g sg styczne!
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Dlaczego? Aby spetniaé natozony przez nas warunek, musimy ograniczy¢ poszukiwania
do punktéw spetniajacych réwnanie wigzu, czyli do sytuacji, w ktérych wykresy kontu-
rowe f i g maja jakie$ wspdlne punkty. Gdy po prostu przecinaja sig, wciaz mozemy
zwigkszaé lub zmniejszaé funkcje f - czyli nie jesteSmy w ekstremum! Ekstremum znaj-
dziemy tam, gdzie wykres konturowy f jedynie dotyka konturu g, czyli wtasnie tam,
gdzie s3 one ze soba styczne. Co nam to daje? Gradient jest kierunkiem najwiekszego
wzrostu funkgji, wiec zawsze jest prostopadty do jej konturu (wzdtuz ktérego funkcja
wecale sie nie zmienia). W punktach, w ktérych funkcje f i g sa styczne, ich gradienty
beda do siebie réwnolegte (zatem proporcjonalne). Pozwala to nam na bardziej formalne
wyrazenie problemu:

V@, Y)leo,yo = B}

2z
V(z,y)lao,y0 = |:2y0]

V f(z0,y0) = AVg(zo,yo)

A to jaka$ stata proporcjonalnosci pomiedzy gradientami f i g.
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Czyli mamy:
Vf(zo,y0) = AVg(zo,%0)
3 = A2z
2 = A2yo
xg+yp =1
1
X

Z tego uktadu 3 réwnan z 3 niewiadomymi w prosty sposéb dostajemy: zg = %, Yo =

oraz:
9 1
oy =1
2 T2
9
Z41=2x2
T

Ostatecznie:
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Lagrange wymyslit bardziej elegancki i uniwersalny sposéb zapisu takiego rodzaju za-
gadnien, wprowadzajac funkcje nazywana dzi$ na jego cze$¢ lagranzjanem™:

E(a:,y,)\) = f(x,y) - )\(g(m,y) - c)

g(z,y) = c to réwnanie wiezu. Dlatego tez wyraz stojacy przy A jest z w punktach
stacjonarnych f z definicji réwny 02. Dzieki temu ekstrema warunkowe £ i f beda wy-
padaé w tych samych miejscach. Rézniczkujac lagranzjan po odpowiednich zmiennych,
jesteSmy w stanie odzyskaé wszystkie réwnania z poprzednich slajdéw:

% =—g(z,y)+c=0
g(z,y) =c¢
0=VL=Vf—AVyg

Vf=AVyg

W ogélnym przypadku zapisuje sie to podobnie, w postaci tzw. réwnan Eulera (j
przebiega wszystkie zmienne niezalezne, i - wigzy):

), = () )

INie myli¢ z lagranzjanem w mechanice klasycznej (réznicy energii kinetycznej i potencjalnej ukfadu) - tamten
lagranzjan to tak naprawde szczegdlny przypadek tego tutaj (np. patrz ,Mechanika klasyczna” Landaua i Lifszyca).
2Dodawanie zera lub mnozenie przez jeden to typowe sztuczki spotykane w matematyce, wiec nie powinno nas

to dziwié.
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Sprébujmy wrécié¢ do naszego zadania:

oL

— =3-X2z=0
ox v

oL

= =2-22=0
dy

oL 9 9

— = —1=0
£ z° +y

Czyli odzyskalisSmy wszystkie réwnania, jakie spetniaé ma punkt stacjonarny. Mozemy
tez réwnowaznie wyrazi¢ ten problem nie w jezyku pochodnych, tylko rézniczek:

dL(z,y, \) = 3dz + 2dy — 2 zdz — 2 ydy — (22 + 3% — 1)dA =0
dl(z,y,\) = dz(3 — 2 z) + dy(2 — 2X\y) — (2?2 + 2 — 1)dr =0
Musi to by¢ spetnione dla dowolnych dz, dy, d\, wiec nawiasy przyréwnujemy do zera,
odzyskujac te same réwnania. Warto zauwazyé, ze czesto spotyka sie nieco inne sfor-

mutowanie powyzszych wzoréw, gdzie jako zmienne traktuje sie tylko x i y, a réwnanie
wiezu zapisuje si¢ oddzielnie:

dL(z,y) = 3dzx + 2dy — 2 zdx — 2Aydy = 0
dl(z,y) = dx(3 — 2Xz) +dy(2 —2X\y) =0
1= 22 + 2
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Na koniec zobaczmy jeszcze, jak wyglada wykres lagranzjanu natozony na wykres funkgji

i, jak wspomnieliSmy
daja w tych samych punktach).

(i

owne

dla spetnionego wiezu funkcje te s3 sobie ré

¢é
, ich ekstrema warunkowe s3 sobie r

f. Jak wida

dwne i wypa

wczesniej
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Sprébujmy rozwigzad nastepujace zadanie: mamy pewien wektor: ¥ i szukamy takiego
wektora jednostkowego @', ktéry bedzie naktadat sie z nim maksymalnie (czyli szukamy
maksimum iloczynu skalarnego).

1
g= 2|, @'=|y|, @@ =a+yP+22=1
3 z

—

Normalizacja wektora ! jest tutaj wiezem. Zapiszmy lagranzjan:

f(z,y,2) =7 @' =2 +2y+32
9(z,y,2) = 2 + ¢ + 2°
c=1
L(z,y,2,\) =542y +32— Az +9y° +2> - 1)

Dostajemy, po zrézniczkowaniu:

1 2 3
g = —, = —, 2zp= —
0T o T oy 0T oy
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Badz w zapisie wektorowym:

1

2L

1
Uy = |55 | = 2 = —v
2,
S 2\ |3
2\
Czyli, zgodnie z intuicja, wektory naktadaja sie maksymalnie wtedy, gdy sa proporcjo-
nalne (réwnolegte). Pozostato nam, z réwnania wiezu, wyznaczy¢ nieoznaczony mnoznik

1= 1 + 4 + 9

TAN2 42 4x?

2
V7
OtrzymaliSmy réwniez rozwigzanie ze znakiem minus - wéwczas wektory sa antyréw-
nolegte i iloczyn skalarny przyjmuje najmniejsza mozliwg warto$¢ (najbardziej ujemng).
Czyli znalezliSmy dwa ekstrema - minimum i maksimum.

A==
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Jeszcze jeden przyktad. WeZzmy sytuacje, ktérg rozwazaliSmy na poczatku, tylko zmienmy
nieco ptaszczyzne f:

flzy) =
g(z,y) =2 +y°
c=1
Lz, y,A) = M@ +y% - 1)
dl(z,y,\) = d:p(3x —2Xz) + dy(—2X\y) —

(22 +y? —1)dr=0
Stad, z zerowania sie nawiaséw, dostajemy:

2
322 -2z =0 — o =0Vaxog= -\

—22y=0 — yo=0vVA=0

zo =0 Ty =

2A=+1
2 2 yo = 1 70 =10
z¢+y°—-1=0 — _ % ~ .3
A=0 A=+3

f(zo,90) =0 f(zo,90) = %1

Czyli dostaliSmy 4 punkty - minimum, maksimum i dwa punkty przegiecia
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Jeszcze gwoli uzupetnienia - powyzsza sytuacja graficznie:

4




Metoda nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a

W chemii kwantowej najbardziej interesowaé nas bedzie zastosowanie metody nieozna-
czonych mnoznikéw Lagrange'a nie do funkcji, a do funkcjonatéw. Analogicznie do po-
jecia rézniczki wprowadzmy pojecie wariacji funkcjonatu. Wezmy znany nam przyktad
funkcjonatu - warto$é oczekiwana energii, ktéra jest funkcjonatem zaleznym od funkcji
falowej (E[¢]). Zastanéwmy sie, jak zmieni si¢ ona gdy zmienimy funkcje falowa:

E[)] = (y|Hp)
E[p + 6] = (¢ + 09| H|tp + 6¢) = (PH|Y) + (S| H|p) + (| H|1)) + (5| H|6v)
= E[] + 6 (Y|H|y) + (50| H|6v) = E[)] + 6E + ...

Woyrazenie w nawiasie okragtym (liniowe w dv) zapisaliSmy jako 6E i nazywamy je
(pierwsza) wariacja funkcjonatu E[v]. Ostatni wyraz jest kwadratowy w 1 i nie be-
dziemy sie nim zajmowaé. Warto zauwazyé, ze § dziata analogicznie do operatora réz-
niczkowania (w ten sposéb zwineliSmy wyrazenie w nawiasie okragtym). Poszukiwanie
minimum (a w zasadzie ekstremum) funkcjonatu (patrz: metoda wariacyjna) mozemy
rozumieé jako znalezienie takiego 1, dla ktérego pierwsza wariacja E sie zeruje (czyli
0E = 0). Dla funkcjonatu réwniez mozemy zapisa¢ lagranzjan:

LY] = fl] — Mgly] —¢)
SL=38f—Ng=0
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Sprawdzmy, jak wyglada wyrazone w ten sposéb wyprowadzenie metody wariacyjnej
Ritza. Jako wiez traktujemy tu® normalizacje |1).

[¥) = Z ci i)

f=®HW, g=@k), c=1

L= (WH[Y) — A((¥[p) — 1)

= cic; (¢ilHgs) — MO ciej (dilds) — 1)
%) %)

OL = & (Y| H|Y) — A6 ()
=" dcke; (il Hlgs) — X dciej (¢ilds)
ij i

+ > cide (il Hlgg) — XD cide; (bile)
=) &cicj [Hij — ASij]
ij

=+ Z (SCjC;k [Hi]' — )\Sij] =0
ij

3Jak w przypadku zadania z wektorami i jak pdzniej, przy wyprowadzaniu metody Hartree-Focka.
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Wskazniki ¢ i j przebiegaja doktadnie ten sam zakres. Zamienmy je wiec w drugiej
czesci wzoru:

6L =" 6cic; [Hij — ASy]
i
+ Z&Cic; [H]'i — )\Sji] =0
Ji

Macierze H i S sa hermitowskie (M;; = M;i)' ponadto X (jako stata proporcjonalnosci

pomiedzy rzeczywistymi & (| H 1) i (1h|1))) jest rzeczywista. Dlatego tez druga czesé
wzoru mozemy zapisaé¢ w nieco inny sposéb (dla czytelnosci oddzielnie zapisaliSmy tez
sumy):

8L=3 6c; Y cj[Hij — ASy]

i J

+ 3 de D [H — AST]
¢ J

— Z 5t Z {ej [Hij — ASi;]}
z J

+ 20> {ej [Hij = ASi]}" =0
4 J

...dla dowolnych dc; i dc;.
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Skoro otrzymane réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnych éc; i dc}, zerowad sie musza
nawiasy klamrowe, czyli:

¢j [Hij = ASij] =0
(H —\S)e=0

Oczywiscie jesli powyzsze jest réwne 0, to takze jego sprzezenie zespolone jest zerowe
— zatem z zerowania sie drugiego nawiasu klamrowego dostajemy ten sam wzér! W
rezultacie w podobnych sytuacjach mamy prawo (teraz juz uzasadnione) wariowa¢ tylko
po wspdtczynnikach dc; albo tylko po dc;. Dostaliémy zatem znane nam juz wyrazenie,
kluczowe dla metody wariacyjnej Ritza, zas A ma fizyczny sens przyblizenia do energii
oczekiwanej (wczesniej oznaczaliSmy to jako €). Ogdlnie patrzac, dosé czesto okazuje
sig, ze nieoznaczone mnozniki maja proste interpretacje fizyczne.

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku. Korzy-
statem z: Szabo A., Ostlund N., ,Modern Quantum Chemistry”, Dover Publications,
Revised ed. edition (June 8, 2012) (wersja elektroniczna), a takze tutorialu z ,,Khan
Academy”:

https://pl.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/applications-of-multivariable-derivatives/constrained- imization/a/l: ipliers-

single-constraint



