Rachunek zaburzen

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje:
o Nie znamy rozwigzan réwnania H’l/)n = Entn.
e Umiemy jednak rozwigzaé (nawet w sposdb przyblizony, ale doktadnie) réwnanie
ﬁ<0)w7(f)) = Eﬁﬁ)zpﬁf’) dla podobnego problemu.
o Przez ,podobny” rozumiemy taki, ze H=H0 4+ O ;i gMm jest mata
poprawka — czyli taka, ktéra niewiele zmienia E, i 1.

W takich sytuacjach z pomoca przychodzi nam rachunek zaburzen.

UWAGA: Na ¢éwiczeniach przy wyprowadzaniu formut rachunku zaburzen prezentowane
Jjest podejscie postugujace sie parametrem X, ktéry jest pewnego rodzaju matematyczna
sztuczka, wrecz ,wiacznikiem” zaburzenia. W literaturze (np. podrecznikach Landaua i
Lifszyca lub Shankara) mozna znalez¢é catkowicie réwnowazne podejscie, prowadzace do
tych samych wzoréw, ale nie angazujace tegoz parametru. Oprécz rachunku zaburzen
Rayleigha-Schrédingera, ktérym postugujemy sie w trakcie kursu, istnieja réwniez inne
rachunki zaburzen, np. rachunek zaburzen Brillouina-Wignera.

1O<:zywiécie ,podobny” i ,niewiele” to stowa wyjatkowo metne jak na fizyke. Po prostu rachunek zaburzen daje
tym gorsze rezultaty (wymaga wiekszej iloéci wyrazéw-poprawek lub nawet nie zbiega do poprawnej wartosci), im

wigkszym zaburzeniem jest 24808
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Zapiszmy hamiltonian dla rozwigzywanego problemu jako:
AN =H® £ xAD, 0<a<1

A to wspomniany ,,matematyczny wtacznik”: dla A = 0 zaburzenie jest nieobecne, dla
A =1 ,wiaczamy je". W koncowych wzorach i tak potozymy A\ = 1, ale cata sztuczka
polega na tym, ze dzieki uzaleznieniu hamiltonianu od A mozemy przyjaé, ze energie i
funkcje falowa da sie rozwinaé w szereg potegowy w A:

En(\) = B 4+ ABY + X2EP + ...
Yn (V) =98 + xpl) +22E) +

Interesuje nas wyznaczenie poprawek do energii (Eng), Ef), ...) oraz funkcji falowej
1 (2)
(wS

n . Yn’, ...). Po wstawieniu do réwnania Schrddingera:
AO @D +xpD + 2320 + )+ AV @0 e + 3290+ ) =
=B + ABD + B + ) + 2l + 3P + )

Jezeli ma byé to spetnione dla dowolnego? )\, to niezaleznie spetnione musza byé
réwnania uzyskane z zebrania wszystkich wyrazéw stojacych przy okreslonych potegach
A

?Rzecz jasna z zatozonego przedziatu [0, 1].
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Przy 0. potedze odzyskujemy (rozwigzane juz przeciez przez nas wczesniej) réwnanie
dla uktadu niezaburzonego:

HOw? = B0y
Pierwsze ciekawe rzeczy pojawiaja sie przy 1. potedze:

AOpD + AV = EPy + By

Aby uzyskaé interesujace nas wielkosci, przemnézmy réwnanie z lewej strony przez 1/1:”@
i scatkujmy:

WA Y + @D HD [Py = B (5 [pi) + BD 9 15)

Dziatajac operatorem HO w lewo w pierwszym wyrazie, a takze oznaczajac dla uprosz-
czenia catke z operatora zaburzenia w bazie niezaburzonej jako H,%)L, dostaniemy:

EQ w10y + HE) = B (2 [w8y + BD Q14 )
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Pytanie — co zrobi¢ z tym dalej? Jezeli potozymy n = m, to pierwsze wyrazy po obydwu
stronach sie skasuja i btyskawicznie dostaniemy wyrazenie na pierwsza poprawke do
energii:
1 1 0) | £ 0
B = i) = @A)
Wezmy poprzednie réwnanie, ale tym razem z m # n. Ostatni wyraz z prawej strony
znika na mocy ortogonalnosci.

(B — B (i) i) + Hiah =

By uzyskaé postac poprawki do funkcji falowej, zatézmy najpierw jakas jej postaé. Znane
nam rozwigzania problemu niezaburzonego tworza uktad zupetny, wiec niegtupim po-
mystem jest rozwiniecie poprawek w ich bazie:

= el
i
Po wstawieniu do réwnania wyzej:
(BY — BE)S el (i [0 + i) =0
i
Na mocy ortogonalnosci suma redukuje sie do wyrazu z i = m

1 —H\), _ H,
Cmn =

EY ~BY BV - BY
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Przyjrzyjmy sie teraz réwnaniu stojacym przy 2. potedze \:

AOpE + AOYD = EDpE + B + B gl
Tym razem wyprowadzmy juz tylko poprawke do energii (oczywiscie zabawe mozna kon-
tynuowaé dowolnie daleko, wyznaczajac takze poprawke do funkcji falowej oraz wyzsze

rzedy poprawek). Postapmy podobnie jak poprzednio:

WAy + (P AD ") = B (P 102y + ES @80 190y + ER (9 19(”)

m
Potézmy m = n i zadziatajmy w pierwszym wyrazie hamiltonianem w lewo:

EL (@192 + (O HD 191y = BD (@19 + B (901980 + EP (w0 0()

Po skasowaniu sie pierwszych wyrazéw oraz zauwazeniu ortonormalnosci funkcji, zosta-
jemy z:

@A D) = B i) + BP
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Pierwszego wyrazu po prawej stronie réwnania mozemy pozby¢ sie, zadajac tzw. norma-
lizacji posredniej naszej bazy funkgji, czyli by rzut kazdej funkcji uktadu niezaburzonego
na funkcje uktadu zaburzonego byt réwny 1:

W [n) =
=1+ <w<°>|w“’> + X <w<°)\w(2>>

Znéw — ma by¢ to spetnione dla kazdej wartosci A (czyli takze niezerowej), wiec:

@Dy =
(1)

Po zastosowaniu takiej sztuczki oraz rozwinieciu funkcji ¢, ° w pozostatym wyrazie,
nasze réwnanie wyglada nastepujaco:

B = 3 @A) = S e u

p (1) . .
Wzér na C;,, Znamy | mozemy go tu wstawic:

@ _$ H HYY _ Hy 12
B OO ES”—E(O)




Rachunek zaburzen

ZADANIE. Przy pomocy rachunku zaburzen obliczmy poprawke do energii stanu pod-
stawowego atomu (jonu) wodoropodobnego zwigzana z tym, Ze jadro ma skoriczony
rozmiar (nie jest punktowe).

Potraktujmy jadro jako kule o promieniu R z jednorodnie rozmieszczonym w niej tadunkiem® o
wielkosci Ze. Prawo Gaussa:
B % Bag me

Ze wzgledu na sferyczng symetrie, natezenie pola E jest state dla danej odlegtosci . Rozpatrzmy
trzy przypadki.
Pierwszy dla r > R:

/’ B / Ze? 4 —Ze? ‘e
‘/ = e T = —_—ar =
4dmegr? 4megr '

Dla » — oo chcemy, by potencjat sie zerowat, zatem C; = 0.

3ngsto rozwazany w fizyce jest problem, gdzie caty tadunek jest roztozony na powierzchni sfery. Tu mamy inng
sytuacje.
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Dla r < R:

Ednr?

E

\%4

%71'7"3 Ze r® Ze
EETT
Zer
" 4meoR3

Ze2r

Ze?

Dla » = R chcemy ,zszycia” powyzszych wzoréw:

Zatem energia potencjalna

—Zze? Ze?  R? +e
dmegR  AmeoR® 2 2
3 Ze?
Cz = ——
2 4megR
ma postaé:
Ze?2 2 3 _2ze2
v = J aneoR3 2 2 Ireg R
ze? r>R

T Ameqr

/eEdr :/ —dr = _
47‘(‘801%‘3 471':’;‘01%‘3

r<R

2

T
— + C.
3 + C2



Rachunek zaburzen

Lub, w jednostkach atomowych:

VvV = { 2R3
_Z r>R

=)

2
N

Dla » > R energia potencjalna sprowadza si¢ do energii potencjalnej oddziatywania elektronu z
punktowym jadrem w jonie wodoropodobnym. Dlatego tez wygodnie zapisa¢ to w ten sposéb:

= a0 L gm

A0 - LA 2
2 r
2
am _ Z(—27R37%+%), r<R
s r>R

Zatem mamy problem zdefiniowany w jezyku rachunku zaburzei. Rozwigzmy go!
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Wzér na poprawke pierwszego rzedu do wartosci oczekiwanej energii stanu podstawowego to:

1 1 0) | £ 0
ESY = HG = (w711 |1§”)

3
(0) _ [ —ar
1110 = €

Zauwazmy, ze am jest niezerowy tylko dla » < R, totez powyzszy ,braket” sprowadzi si¢ do
catkowania po r w granicach nie [0, o], ale [0, R].

3 1
B" = 4 / dr v’z [ — — = —2ar
u T 2R3 IR + e

Poczyfimy w tym miejscu pewne uproszczenie (nie jest konieczne, ale ufatwia rachunek). Otéz skoro

promien jadra R jest bardzo maty, zatézmy, ze w granicach catkowania e~ 2%" ~ 1. O zasadnosci
—2ar

tego przyblizenia przekonamy sie za chwile. Ewentualnie mozemy uznaé, ze rozwinglismy e w
szereg Taylora wokét O (czyli szereg Maclaurina) i z racji na to, ze nie oddalamy sie od tegoz 0 zbyt
daleko, zadowalamy sie wzigciem jedynie pierwszego wyrazu szeregu (czyli wtasnie 1).

ED _ 4703 R rd 3r?
o = @ dr| — — — +1r
0 2R3 2R

=4za° r fiJriR
10R® 2R 2|,

1 o, 1 5] 4Zo® ,
T 10
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Energia stanu podstawowego jonu wodoropodobnego to Eém — %22. Ponadto w optymalnej funkcji
falowej takiego jonu o = Z. Totez:

4zo® ., Azt ., AZ?
10 10 5

B = RIED)

Podstawmy do tego jakies konkretne dane — np. dla atomu wodoru: Z = 1, E(()O) = 7%. Jedli
chodzi o promien protonu, to, jak juz byta kiedy$ mowa, istnieja pewne watpliwosci zwigzane z jego
wielkoscig (tzw. problem promienia protonu). Nie jest to jednak réznica istotna z punktu widzenia

naszego oszacowania poprawki. Wezmy wartos¢ 8.8 x 10~ *m, czyli w jednostkach atomowych
R =1.7x 10" *Bohr.

EMN =0.8(1.7x 1072 |E? | = 2.3 x 107 |BE{”| = 1.2 x 107 [Hartree]

Jak wida¢, jest to poprawka bardzo mata i stusznie bywa zwykle zaniedbywana®. Jeéli teraz chodzi
o przyblizenie e “2%7 a1, ktére zrobiliémy, zobaczmy w koficu szereg Taylora dla tej funkcji:

—2ar
€

=1—2r+2r%— ...

My wzigliSmy pierwszy wyraz. Wazigcie kolejnego oznaczatoby dodanie do naszego wzoru na E(()l)

poprawki zaleznej od potegi R wyzszej o 1 — czyli w praktyce wielkosci mniejszej o te 3—4 rzedy
wielkosci, podczas gdy nasza precyzja ograniczata sie do 2 cyfr znaczacych. Whniosek: nawet by$my
tego nie zauwazyli, wigc przyblizenie byto jak najbardziej stuszne.

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku. Korzy-
staftem z: A. Gofebiewski (1984), ,Elementy mechaniki i chemii kwantowej”, PWN,
Warszawa; Shankar R. (2007), ,,Mechanika kwantowa”, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa

“Dla poréwnania — wyliczona przez nas wczesniej poprawka zwigzana z ruchem jadra“byta rzedu 1074,




