Metoda wariacyjna Ritza - atom wodoru

Pamietajac wyniki poprzedniego zadania z atomem wodoru w bazie (1) funkcji Gaussa,
rozwigzmy metoda Ritza przypadek dwdch takich funkcji z ,,zamrozonymi” wyktadni-
kami. Jedna z funkcji wezmy z poprzedniego zadania.
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Schemat rozwiazania (konkretne liczby w pliku Mathematiki ,Ritz.nb"):
@ Mamy uogdlnione réwnanie wiekowe:

(H—¢eS)c=0

Poprzez przejscie do bazy ortogonalnej, chcemy z niego otrzymac réwnanie wtasne
macierzy hamiltonianu:

S~1Y/2(H1—-¢8)c=0
(§~Y/2HS§~1/281/2 _ g=1/2:8)c =0
(5_1/2H5_1/251/2 _ aSl/z)c -0
(§~Y2HS /2 _)§1/2c=0
(H—-¢e1)é=0

Gdzie: H = S—1/2HS~1/2 oraz é = §1/2¢. Czyli musimy obliczy¢ §—1/2.
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@ Nie musimy normalizowaé bazy, zeby rozwiazal to zadanie. Niemniej tak posta-
pilismy (raz zeby prze¢wiczy¢ normalizacje, a dwa — zeby postuzy¢ sie prostszym
wzorem na diagonalizacje):
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© Zdiagonalizujmy S. Wtedy uzyskanie macierzy odwrotnej oraz pierwiastka bedzie
trywialne! Poniewaz S ma jedynki na diagonali, mozemy uzy¢ znanej z poprzednich
zajeé prostej macierzy obrotu o 45°:
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Saiag = UTSU

Macierz UT jest unitarna (UT = U—1)L.

LA nawet ortogonalna (UT = U_l), bo skoro jest rzeczywista, to ut =uT.
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@ Nastepnie tworzymy diagonalng macierz S;{f ktérej diagonalne (i jedyne) ele-

menty s3 po prostu pierwiastkami odpowiednicf;7 elementéw Sgiag-
© Macierz S;.i/gz tworzymy réwnie prosto - jej diagonalne (i jedyne) elementy sa
odwrotno$ciami macierzy z punktu poprzedniego.

@ Potrzebna nam macierz S—1/2 uzyskujemy poprzez dokonanie operacji przeciwnej
do diagonalizacji (wykorzystujemy to samo U):

— —1/2
ST —Us LUt

@ Posiadajac macierz S~1/2, mozemy tatwo obliczy¢ potrzebna nam macierz hamil-
tonianu w bazie ortogonalne;j:

H=5"12H571/2
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Teraz musimy zdiagonalizowaé H. Sytuacja nie jest taka prosta, jak w przypadku
macierzy naktadania - na diagonali s3 rézne wyrazy.

Na poczatek udowodnijmy wzér na kat obrotu podany wczesniej:
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Nie musimy wykonywa¢ catego tego rachunku. Wystarczy nam zerowanie sie kté-
regos$ z elementéw pozadiagonalnych (drugi bedzie zerem automatycznie, tu wy-
bierzmy np. prawy gérny):
0 = sin(0)(acos(f) — csin(6)) + cos(8)(ccos(d) — bsin(h)) =
= asin(6) cos(d) — csin?(0) 4 ccos?(0) — bcos(0) sin(0) =

c(cos?(0) — sin%()) — cos(9) sin(0) (b — a) = ccos(20) — % sin(20)(b — a)
b—a _ cos(20)

2¢  sin(26)

1 b—a
0 = —arcctg
2 2c
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@ Po wyznaczeniu kata 6 mozemy wstawi¢ jego wartos¢ do macierzy obrotu i za jej
pomocy zdiagonalizowaé macierz H:

Hging = Re_lﬁRe

@ Na diagonali bedziemy mieli poszukiwane wartosci wtasne. Nizsza z nich to przy-
blizenie energii stanu podstawowego atomu wodoru. Wyzsza to beznadziejne (tak
bardzo, ze dodatnie!) przyblizenie pierwszego stanu wzbudzonego. Macierz Rg (a
konkretnie jej kolumny) zawiera wektory wtasne, czyli €.

@ Aby teraz dostaé wspétczynniki rozwiniecia naszej funkcji w wyjéciowej bazie poda-
nej na poczatku zadania, musimy uwzgledni¢ fakt, ze dokonaliémy przeksztatcenia
réwnania wiekowego i ¢ = S~1/2& Poza tym na poczatku znormalizowali$my

baze, zatem c?wz””m' =c¢;N;.

® Ostatecznie powinno wyjs¢:

e =—0.478908 [a.u.]
U — 0.245296—0-282942r° + 02245466 —2-0000072
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@ Tutaj maty komentarz. Oczywiscie mogliSmy to wszystko otrzymad na inne spo-
soby, np. rozwigzujac uogdlnione réwnanie wiekowe juz na samym poczatku w
sposéb |, klasyczny” - z warunku zerowania si¢ wyznacznika. MoglibySmy tez pomi-
naé wyznaczanie macierzy s—1/2 _ wystarczytoby wyznaczy¢ S—1 i przemnozyé
przez te macierz réwnanie z lewej strony — wtedy jednak napotkalibySmy problemy
przy diagonalizacji?.

@ W rzeczywistosci rozwigzywanie z warunku dla wyznacznika szybko staje sie nie-
wygodne - dla dwéch funkcji bazy mamy proste réwnanie kwadratowe, ale dla
wiekszej liczby problem staje sie znacznie trudniejszy. Diagonalizacja dziata zas
zawsze wedtug tego samego schematu.

©

Algorytm diagonalizacji jaki pokazatem (Jacobi) jest dos¢ prosty, w praktyce stosuje
sie bardziej zaawansowane i wydajne metody, albo rozwiazuje sie caty problem
numerycznie (np. metods iteracji odwrotnej).

@ Wszelkie pytania i uwagi, w szczegdlnosci informacje o wytapanych ewentualnych
btedach, mile widziane.

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku.

2Macierz ST H, w przeciwienistwie do S_I/ZHS_l/Z, nie jest symetryczna i nie moglibysmy uzyé
diagonalizacji Jacobiego.



