Wyznaczniki Slatera

Pracujemy w przyblizeniu Borna-Oppenheimera:
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Chcemy by¢ w stanie rozwigzaé powyzszy problem dla dowolnej czasteczki. Mozna by teraz w
zasadzie zada¢ pytanie - po co komu metoda Hartree-Focka? Mamy jasno zdefiniowany problem,
teraz wystarczy jako$ uzy¢ metody wariacyjnej i znalezé rozsadne przyblizenie funkcji wtasnych oraz
wartosci wtasnych powyzszych réwnan. Jest to catkiem dobra intuicja, ale pozostaje pytanie - jak
to zrobi¢ w praktyce, czyli tak naprawde jaka postal funkcji prébnej przyjac? Skoro rozwiazujac
réwnanie dla atomu wodoru zaktadaliémy dla stanu podstawowego funkcje prébna w postaci

P(7) = Ne™ " (N - stata normalizacyjna), to czemu np. dla atomu helu nie wzigé:
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OznaczyliSmy tu: 71 i 72 - odlegtosci elektronéw od jadra, ria - odlegto$¢ pomiedzy nimi. Na razie
nie rozwazamy czesci katowej (zreszta stan podstawowy 15? ma symetrie sferyczng). Céz, jest to
catkiem niezty wybér funkcji prébnej - uwzglednia korelacje ruchu elektronéw, a takze poprawnie
opisuje zachowanie si¢ kazdego z nich z osobna zaréwno w sytuacji, gdy ktéras z odlegtosci dazy
do O lub co. Niestety, wraz ze wzrostem zfozonosci ukfadu, funkcje o takiej postaci prowadza
do coraz bardziej skomplikowanych postaci catek (| HC|+), co powaznie utrudnia ich stosowanie.
Za ich pomoca mozna prowadzi¢ obliczenia o ogromnej doktadnosci (np. powyzej 20 cyfr dla
nierelatywistycznej energii stanu podstawowego Ha w przyblizeniu Borna-Oppenheimera), ale méwiac
o chemii szukamy sposobéw na obliczenia dla duzych czasteczek!
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Skoro jawna korelacja elektronéw w funkcji falowej jest tak problematyczna, czemu by
sie jej nie pozby¢? Nasza wieloelektronowa funkcja prébna stataby sie iloczynem funkcji
jednoelektronowych (zaktadamy ich normalizacje):

WY(F1,72) = Ne @822 — Ne=oT1e=8"2 = ¢\ (7)) ha(72)

tatwo sprawdzié, ze taka funkcja jest f. wtasng hamiltonianu bedacego suma hamilto-
nianéw 1l-elektronowych:
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hith; (73) = €5 (%)
H (1, 72) = [+ ha 61(71)d2(72) = 161(71)da(72) + 261 (71 (72)
= [e1 + e2] $1(71)P2(72) = [e1 + e2] (71, 72) = E(71,72)

UWAGA: Jako hamiltonian 1-elektronowy przyjelimy tutaj znany nam hamiltonian
atomu wodoropodobnego, co prowadzi w efekcie do tzw. przyblizenia nieoddziatuja-
cych elektronéw (bardzo kiepskiego jak mozna sie domysli¢). Powyzsze rozumowanie
jest jednak prawdziwe dla dowolnego hamiltonianu dziatajacego na wspdtrzedne tylko
jednego elektronu - np. takiego, ktéry w jaki$ usredniony sposéb uwzglednia oddziaty-
wanie z innymi elektronami!
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Oczywisécie w naszym opisie ukfadu wieloelektronowego brakuje waznej informacji - o
spinie. W teorii nierelatywistycznej, jaka sie zajmujemy, spin jest wprowadzany nieco
,Z kapelusza”, jako jeden z postulatéw, ale nam nie bedzie to przeszkadzaé. Wezmy
baze (ortonormalng, zupetng) dwéch funkcji: a(w;) i B(w;), gdzie w; to wspdtrzedna
spinowa i-tego elektronu?:

Saafw) = Salwr) (,spin w gore”)
5:8(w;) = —%ﬁ(wi) (.spin w dét")
L = {a(wi)|a(ws)) = (B(wi)|B(w:)) = /dwiﬂ*(wi)ﬁ(wi)
0 = (or(wi)|B(wi))
Poprzednia funkcje nalezatoby zatem zapisaé raczej tak:

P(F1, T2) = ¢1(Z1)d2(T2)
oy = X3 (Ti)a(wi)albo
7 {x;-(ﬁ)ﬁ(«m
Ty = {7y, wi}

¢;(Z;) nazywamy spinorbitalem, x;(7;) - orbitalem.

INa obecnym etapie nie musimy nawet wdawac¢ sie w dyskusje czym ona jest:i jakie wartosci moze przyjmowa¢!
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W ogdlnym przypadku N-elektronowym méwimy o tzw. iloczynie Hartree'ego:

I (@1, EN) = 1(F1) - o (EN) H

W trywialny sposéb mozemy pokazaé, ze gesto$¢ prawdopodobienstwa iloczynu Har-
tree'ego faktoryzuje sie na iloczyn gestosci prawdopodobienstw dla poszczegdlnych elek-
tronéw:

WP @, )P = @) (@1, BT (@ T )
[P P @, 2817 = |61(E)? - én (@)
Czyli elektrony sa catkowicie nieskorelowane - prawdopodobiefistwo znalezienia jednego

z nich w jakim$ zestawie zmiennych Z nie zalezy od tego, gdzie s3 inne! Mogliémy sie
tego w sumie spodziewac - ,wycieliSmy"” odlegto$¢ miedzyelektronowa z funkcji prébnej.
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Pamietajmy, ze nasza funkcja powinna spetnial jeszcze dwie wazne wiasnosci. Po
pierwsze, elektrony sa nierozréznialne, a Y ewidentnie przypisuje konkretne elektrony
do konkretnych spinorbitali. Funkcja powinna by¢ albo symetryczna wzgledem zamiany
czastek (tak bytoby, gdyby elektrony byty bozonami), albo antysymetryczna (i taka
bedzie, bo elektrony s3 fermionami). Najtatwiej to osiagnaé, kfadac (na poczatek wezmy
nasz prosty uktad dwuelektronowy):

(&1, T2) = 2 [TﬁHP(fl,fz) - lZJHP(fmfl)]

7 [#1(Z1)p2(F2) — ¢1(T2)p2(F1)]

Czynnik % zapewnia normalizacje. tatwo zauwazyé, ze taka funkcja jest antysyme-
trycznaz:

P(T2, T1) = —p(&1, T2)

Patrzac na postaé (%1, Z2), widzimy, ze to po prostu suma wszystkich mozliwych
(tutaj dwéch) ,obsadzen” spinorbitali przez elektrony, z odpowiednimi znakami zapew-
niajacymi antysymetryczno$c.

2Tak naprawde funkcja jawnie skorelowana z pierwszego slajdu réwniez powinna zosta¢ tak samo
zantysymetryzowana!
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Zatem, w ogdlnym przypadku:

W(&1, ey ”CN)*WZ HPmp,, qum(xn VNIAYHTE (3, ..., 2x)

n=1

Operator A= % Zﬁzl(—l)?’(m)’ﬁm to operator antysymetryzacji, operator P do-
konuje permutacji elektronéw, p(m) jest liczba przestawien, jakiej nalezy dokona¢ w
HP | seby otrzymaé dana permutacje (np. p(m) = 1 dla ¢1(&2)¢2(#1) - dokonaliémy
jednej zamiany elektrondw w oryginalnym iloczynie Hartree’ego). Réwnowaznie, ale
nieco bardziej obrazowo, mozemy zapisaé funkcje w postaci wyznacznika Slatera:

) $1(F1) - on(Th)
Y@ EN) = | L= p1.0n) = [L.N)
#1(Zn) - oN(ZN)

W takiej postaci w naturalny sposéb wida¢ antysymetryczno$¢ (zamiana dwéch kolumn
wyznacznika zmienia jego znak), a w szczegdlnosci tzw. zakaz Pauliego - jezeli dwa
elektrony ,obsadzaja” ten sam spinorbital, wyznacznik Slatera ma dwie takie same
kolumny, przez co zeruje sie (a zatem zeruje sie i kwadrat jego modutu, przez co gestosé
prawdopodobienstwa takiej konfiguracji jest zerowa). Wyznacznik zeruje sie réwniez gdy
dwa elektrony znajda sie w tym samym potozeniu i stanie spinowym (dwa takie same
wiersze). Wyznacznik zachowuje swoja wartoéé po transpozycji (|M| = |MT|), totez
czy zapisujemy go tak jak wyzej (w jednym wierszu ten sam elektron) czy transponujemy
go (w jednym wierszu ten sam spinorbital), jest jedynie kwestia konwencji.



Gwoli uzupetnienia rozumowania mozemy pokazaé, ze wyznacznik Slatera jest réwniez
(jak iloczyn Hartree'ego) funkcja wiasna hamiltonianu bedacego suma hamiltonianéw
jednoelektronowych (dla prostoty znéw zrobimy to dla uktadu dwuelektronowego):

o= iz + fl2
L(bJ(f):iL (TZ)fJ(WL)—GJXJ(TZ)fJ(Wz)—€J¢J(IZ) f=aVvf=8
(@0, 2) = [ + o] = [01(50)62(32) = 6 (22)2(30)]
= % [e161(F1)p2(T2) — e2¢1(T2)P2(F1)]
+ % [e21(F1)P2(T2) — €1¢1(T2)P2(21)]
— % [e1 + 2] [61(71)p2(F2) — b1 (F2) P2(71)]
= Ev(&1,%2)

Nie powinno to dziwié, bo wyznacznik Slatera jest (do$¢ szczegblng) kombinacja liniowa
iloczynéw Hartree'ego, zatem spetnia to samo réwnanie wtasne.
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Na koniec zobaczmy jeszcze, czy gesto$¢ prawdopodobienstwa stanu opisanego przez
wyznacznik Slatera daje sie jako$ sfaktoryzowaé.

IfI2=f*f
(&1, Z2)|* =

[¢1(Z1)¢5(F2) — ¢7(Z2)$3(Z1)]

[#1(Z1)P2(Z2) — #1(T2)d2(Z1)]

S-Sl

2 2
\ \

[l61.(31)|2162(F2)|? + [¢1(32)*¢2(31) ]

(67 (F1)¢2(Z1) 3 (F2) 1 (T2)]

N = N o =

(67 (F2)p2(T2) P35 (F1)d1(F1)]

Fragment zaznaczony na czerwono to Srednia dwdch gestosci prawdopodobienstwa dla
niezaleznych elektronéw (bo, tak jak dla PP w postaci iloczynu). Fakt, ze jest to
suma dwéch permutacji (elektrony ,,obsadzaja” inne spinorbitale), zapewnia nierozréz-
nialno$¢ czastek (i tak ma by¢). Fragment zaznaczony na niebiesko moze (ale zaraz
zobaczymy, ze nie musi) zapewnié pewien rodzaj korelacji pomiedzy elektronami.
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Wstawmy teraz jawng postaé naszych spinorbitali (z wyszczegdlniong czescia spinow3)
i scatkujmy (co ma sens usredniania) po wspétrzednych spinowych, zeby sie ich pozbyé
i przyjrzec sie tylko gestosci prawdopodobienstwa rozktadu przestrzennego:

P(Fl,FQ) = /dW1dw2‘1[J(f1,f2)|2
Najpierw wezmy przypadek, gdy elektrony opisywane s3 przez rézne funkcje spinowe:
$1(Fs) = x1(7i) or(wi)
$2(Z3) = x2(73) B(wi)
Po wycatkowaniu po omegach (i skorzystaniu z ortonormalnosci funkgcji @ i 3) dosta-

niemy:

P(r1,7) = % [ (PP Ix2 (7)1 + [xa (72) [ x2 (71) %]

W czerwonej czeéci zawsze spotykaja sie te same funkcje spinowe i dlatego pozo-
stata ona w koncowym wzorze. Cze$¢ niebieska znikta - mieliSmy wyrazenia typu
J dwidwao*(w;)B(w;) = 0. Czyli nie ma zadnej korelacji pomiedzy elektronami o
przeciwnym spinie! Co wiecej, jedli funkcje x1(7;) i x2(7;) nie maja weztéw, P(71,72)
jest zawsze wieksze od zera, czyli nie ma zabronionych konfiguracji uktadu.
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Sprawdzmy przypadek, gdy spin elektronéw jest taki sam (niewazne, czy wezmiemy «

czy B):

N

$1(%) = x1 (i) o(wi)
$2(Ti) = x2(75)ov(w;)

N

[xa (P P [x2 (72) 12 + [xa (72) 1P [x2 (71) %]
X3 (71)x2(71) x5 (T2)x1 (72)]

[x3 (72)x2(72) x5 (T1)x1 (71)]

N = N = o =

Tym razem mieliSmy wszedzie catki dwéch takich samych funkcji spinowych

([ dwidwaa* (wi)a(w;) = 1) i niebieska cze$é wzoru ,,przezyta”. Koreluje ona potozenia
elektronéw i w skrajnych przypadkach (71 = 72) powoduje réwnoé¢ czesci niebieskiej i
czerwonej (z przeciwnym znakiem) i zerowanie sie P(71,72). Efekt ten to tzw. dziura
Fermiego/wymienna. Mozna tu tez zauwazyé, ze jesli potozymy x1 = x2, to czesé
niebieska i czerwona réwniez beda takie same i dostaniemy zero (zakaz Pauliego).
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Whiosek: pofozenie elektronéw o takim samym spinie jest skorelowane! Czyli nie
jest prawda stwierdzenie, ze, postugujaca sie wyznacznikami Slatera, metoda Hartree-
Focka w ogéle nie uwzglednia korelacji. Owszem, nie uwzglednia korelacji zwigzanej z
odpychaniem elektrostatycznym elektronéw (korelacja kulombowska/dynamiczna), bo
pozbyliSmy sie jej z postaci funkcji falowej. Uwzglednia ona jednak korelacje Fer-
miego/wymienna, zwiazana z ,unikaniem si¢” elektronéw o takim samym spinie.

Podsumujmy: przyjmujac wyznacznikowa postaé funkcji falowej udato nam sie wyra-
zi¢ problem wieloelektronowy w jezyku, ktérego juz uzywaliémy - jednoelektronowych
orbitali. Kosztem, jaki ptacimy za to uproszczenie, jest brak uwzglednienia korelacji
kulombowskiej, co oczywiscie bedzie powodowato pewien btad w obliczeniach. Bylismy
jednak przy tym w stanie zachowaé kluczowe wtasnosci funkcji falowej - nierozréznialnosé
elektrondéw i antysymetrycznos¢ funkcji wzgledem zamiany kazdych dwéch elektronéw
(co prowadzi do uwzglednienia korelacji Fermiego).

Metoda Hartree-Focka jest niczym innym, niz praktyczng implementacja wyznaczniko-
wych funkgcji falowych, a konkretnie sposobem na znalezienie najlepszej mozliwej postaci
wyznacznika (a wiec spinorbitali®). Jak mozna sie z powyzszego domyéli¢, jest to me-
toda wariacyjna (wiec btad powodowany przez nieuwzglednienie korelacji kulombowskiej
bedzie powodowat podwyzszenie energii wzgledem tej doktadnej).

Pawet Czachorowski. Zezwalam na dowolne wykorzystanie niniejszego pliku. Korzy-
statem z: Szabo A., Ostlund N., ,Modern Quantum Chemistry”, Dover Publications,
Revised ed. edition (June 8, 2012) (wersja elektroniczna)

3w rzeczywisto$ci bezposrednio bedziemy szukaé postaci orbitali - nie bedziemy ruszaé funkcji spinowych.



