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Ponizszy zestaw zadan jest przeznaczony dla oséb, ktore chcialyby poéwiczyé cos ponad to co oferuja zadania
na Wiki przedmiotu. Nie sa one w zaden sposéb oceniane ani sprawdzane. Oczywiscie zachecam do kontaktu jezeli
pojawityby sie jakie$ trudnosci, pytania czy uwagi.

Ostatnie dwa zadania sa bardziej ztozone i maja postaé¢ projektéw do samodzielnego podtubania. Sa to do$é
yakademickie” problemy i mozna znalezé w sieci jakie$ ich rozwigzania, niemniej przerabia sie je zwykle na przed-
miotach bardziej dedykowanych metodom numerycznym niz nasz kurs. Mysle, ze ich przerobienie mogtoby by¢
ciekawe dla oséb glebiej zainteresowanych tematem i stanowié¢ okazje do poszerzenia wiedzy.

1 Analiza listy

Dana jest lista: 1ista=["Nagtéwek",0,1,-2,-3.4,5.6,7.8,"Koniec"]. Wiemy, ze pierwszy i ostatni element za-
wieraja nie interesujace nas dane. Napisz program, ktéry stworzy i wy$wietli nowsa liste, zawierajaca jedynie te
sposrdd istotnych elementéw, ktore sa wieksze od zera. Nie uzywaj petli.

2 Liczenie do dziesieciu

Sprébuj uruchomié ponizszy kod. Co si¢ dzieje? Skad ten btad?
x=[]

for i in range(1,10):
x.append (i)
print (x[i])

3 Sklej-fu

Napisz kod w Pythonie, ktéry wygeneruje liste zawierajaca wartoéci funkcji 23 4+ 222 — 1 dla liczb catkowitych od
1 do 10. Sprébuj zrobié¢ to bez uzycia petli, jedynie wykorzystujac listy sklejane (list comprehension, np. https:
//www.w3schools.com/python/python_lists_comprehension.asp).

4 Sklej-fu 2: powrét floata

Jak wyzej, tym razem niech wartos$ci x nie beda liczbami catkowitymi, tylko 10 liczbami zmiennoprzecinkowymi
wylosowanymi z przedzialu [0, 2] za pomoca random.random() z zaimportowanego modutu random (https://docs.
python.org/3/library/random.html)). Dasz rade zapisa¢ to w jednej linii (nie liczac importu oczywiscie)?

5 Sklej-fu 3: Numpy kontratakuje

Jak w poprzednim zadaniu, tyle ze wszystko robimy w numpy — jednowymiarowe tablice numpy zamiast zwyklych
list, random tez juz nie ma po co importowaé, bo numpy ma przeciez swoje wlasne procedury do losowania.


https://www.w3schools.com/python/python_lists_comprehension.asp
https://www.w3schools.com/python/python_lists_comprehension.asp
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6 Losowy obrazek

Napisz program, ktéry wygeneruje tablice Numpy o wielkosci 100 x 100, zawierajaca losowe liczby z zakresu [0, 1)
(np. uzywajac numpy . random.random() ), podniesie jej elementy do kwadratu, a nastepnie wyswietli wynik jako ob-
razek za pomocy funkcji matplotlib.pyplot.matshow (). Dla czytelnosci, w tej ostatniej funkcji uzyj opcjonalnego
argumentu cmap="Greys". Testujac, warto pamietac o istnieniu numpy . random.seed (), by zapewni¢ powtarzalnosé
yosowych” wynikéw.

7 Negatyw

Zmodyfikuj program z poprzedniego zadania tak, by wygenerowal negatyw obrazka. Nastepnie stwérz jedna tablice
100 x 200, przechowujaca obok siebie oba obrazki, i ja wyswietl. Moze przydaé sie funkcja numpy.hstack(). Czy
wysSwietlone razem w ten sposob tablice wygladaja tak samo jak oddzielnie? Jesli nie, sprobuj przesunaé wartosci
jednej z tablic do tego samego zakresu co druga.

8 Oplaty za media

W pliku https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/Python2024/media.dat| umiescitem przy-
ktadowe stany licznikéw pradu i wody spisywane w ok. miesiecznych odstepach. Napisz program, ktéry wygeneruje
z nich tabele oplat za ostatni okres (miesiac), podobna do tej pokazanej ponizej.

Dzien Godzina |Energia[kWh] Koszt[zt] |[Cieptal[m3] Koszt[z1] |Zimna [m3] Koszt[zt] |Sumalz1]
01.02.2022 11:00 | 44.800 47.67 | 1.556 27.75 | 1.451 5.17 | 80.59
05.03.2022 21:35 | 60.700 57.85 | 1.558 27.85 | 1.846 9.70 | 95.39
03.04.2022 12:00 | 47.000 49.08 | 1.457 22.81 | 1.818 9.37 | 81.26
02.05.2022 15:59 | 57.900 56.06 | 1.059 2.94 | 1.804 9.21 | 68.21
03.06.2022 9:00 | 58.200 56.25 | 1.382 19.07 | 1.971 11.13 | 86.44
03.07.2022 9:50 | 54.000 53.56 | 1.733 36.58 | 1.942 10.80 [100.94
TEN MIESIAC | 54.000 53.56 | 1.733 36.58 | 1.942 10.80 [100.94

Przyjmujemy, ze:

e Koszt pradu to 0.64z1/kWh plus stal oplata za licznik w wysokosci 19z1
e Ciepla woda kosztuje 49.91z1/m3, ale pierwszy 1m?® w kazdym okresie nie jest uwzgledniany
e Zimna woda kosztuje 11.46zt/m?, ale pierwszy 1m? w kazdym okresie nie jest uwzgledniany

9 Optaty za media — wizualizacja

Przedstaw dane z poprzedniego zadania w formie wykreséw:

1. Pierwszy wykres (liniowy) niech przedstawia sumaryczny koszt w kolejnych miesiacach, z dodatkowo zazna-
czona (jako pozioma linia) wartoscia Srednia, zaznaczonym na czerwono punktem odpowiadajacym najwigkszej
wartoéci oraz niebieskim punktem odpowiadajacym wartosci najnizszej.

2. Trzy wykresy dla trzech pozostalych kolumn z kosztami niech znajda sie jeden pod drugim na jednym ptétnie
(numpy . subplots). Réwniez, jak poprzednio, nalezy oznaczy¢ Srednig i punkty najwigkszej i najmniejszej
wartosci.

3. Wykresy kolowe dla poszczegdlnych miesigcy (na jednym plétnie, po trzy wykresy w rzedzie), ilustrujace
wktad energii oraz wody cieplej i zimnej w catkowitym koszcie.

10 Wielokaty foremne

Napisz program, ktéry dla podanego N bedzie rysowal N-kat foremny (wskazdwka: jak za pomoca numpy . linspace
narysowaé okrag?). Nastepnie sprébuj zmodyfikowaé go tak by:

e figury byly wypelnione
e program rysowal wielokaty gwiaZzdziste foremne (pentagram i o wiekszej liczbie wierzchotkéw)


https://www.fuw.edu.pl/~pczachorowski/data/teaching/Python2024/media.dat

11 Rzut ukosny

Na zajeciach przeanalizowaliSmy przypadek spadku swobodnego/rzutu pionowego

(https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/Python2024/freefall.py). Sprébuj uogdlnié¢ przy-
padek na dwa wymiary — tzn. w pionie sytuacja jest doktadnie taka sama jak poprzednio, ale pojawia sie dodatkowa
sktadowa pozioma.

12 Ukryty obrazek

Na zajeciach wyekstrahowaliémy z jednego obrazka (https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/
Python2024/obrazek.png) drugi, ukryty w nim za pomoca wartosci przezroczystosci nieznacznie mniejszej od 1
(https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/Python2024/extract.py). Sprobuj przeprowadzié
operacje odwrotna — samodzielnie ukry¢ jeden obrazek w drugim. Mozesz uzy¢ tych samych obrazkéw co ja (wstep-
nie juz przekonwertowalem pierwszy na .png, a drugi nieco obrobilem):

https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/Python2024/computer.pn

https://www.fuw.edu.pl/ pczachorowski/data/teaching/Python2024/feynman.png”).

Wskazéwka: sprobowatbym dodaé wartosci RGB ukrywanego obrazka i zaokragli¢ je do 1 lub 0 (moze si¢ przydaé
polecenie numpy .rint).

13 Wspodlczynnik wirialny i rysowanie wykresu z pliku

Z pewnoscia z lekcji chemii znasz réwnanie stanu gazu doskonalego (czasem nazywane réwnaniem Clapeyrona),
wiazace ze soba parametry termodynamiczne gazu w ukladzie. Jak sama nazwa wskazuje, czyni ono pewne wyide-
alizowane zalozenia na temat gazu, w szczegdlnosci zaniedbujac oddzialtywania miedzy jego czasteczkami. Pewnym
yurealnieniem” tego modelu jest rownanie Van der Waalsa, aczkolwiek nadal uwzglednia ono tylko pewne efekty.
Potencjalnie najdoktadniejszym, a przy tym do$¢ zdroworozsadkowym podejsciem jest tzw. rownanie wirialne, ktore
mozna zapisa¢ miedzy innymi tak:

p=ksT [p+ B(T)p* +C(T)p* +---],

gdzie p — ci$nienie, kg — stala Boltzmanna, T' — temperatura, p — gestosé liczbowa (liczba czasteczek na jednostke
objetosci). Réwnanie to wychodzi z réwnania stanu gazu doskonalego jako pierwszego przyblizenia i dodaje do niego
kolejne poprawki, proporcjonalne do kolejnych poteg gestosci. Poprawki te zawieraja tzw wspdiczynniki wirialne
(B(T) — drugi wsp. wirialny, C(T) — trzeci etc.), zalezne od oddzialywan miedzyczasteczkowych (B(T) zalezy od
oddzialywan par czasteczek, C(T) od tréjek itd.). Co ciekawe, wspdlczynniki te mozna obliczy¢ teoretycznie (wg.
regul mechaniki kwantowej, np. https://arxiv.org/abs/2007.09767).

Pobierz plik https://arxiv.org/src/2007.09767v2/anc/S4_virial_helium-4.txt| zawierajacy wartosci dru-
giego wspolczynnika wirialnego dla helu-4. Napisz program, ktory wczyta z niego temperatury i odpowiadajace im
wartosci B(T'), a nastepnie stworzy wykres taki jak ponizszy — tzn. obie osie beda w skali logarytmicznej oraz od-
dzielnie wyrysowane beda wartosci ujemne i dodatnie{ﬂ Pomoéc moze funkcja matplotlib.pyplot.xscale("log")
oraz analogiczna dla osi y. Wezytanie danych mozna oczywiscie zrobi¢ tak jak robiliSmy to juz niegdys, niemniej
polecam tez zerknaé¢ na funkcje numpy.loadtxt () oraz jej opcjonalny argument skiprows. Jesli chcesz, mozesz sie
zastanowié jak polaczy¢ obie czedci wykresu (dla ujemnych i dodatnich wartosci B(T')) tak, by laczyly sie ze soba.

17rédto: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Computer_hacked_eighth_day_event_proposal.jpg
27Zrédto: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Feynman.png
37 oczywistej przyczyny — logarytmy liczb ujemnych nie sa rzeczywiste!
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Drugi wspotczynnik wirialny B(T) helu-4 dla réznych temperatur
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14 Metoda ztotego podziatu

Na ¢éwiczeniach spotkalidmy sie juz z metoda bisekcji. Stuzyla ona do znajdowania miejsc zerowych funkcji w sposéb
numeryczny — a wiec taki, ktory wymagal od nas jedynie podania wartoéci tej funkcji dla wybranych wartosci zmien-
nej, bez potrzeby wchodzenia w badanie jej wlasnodci matematycznych (czyli rozwiazania problemu w sposéb anali-
tyczny). W podobny sposéb mozna poszukiwaé lokalnych ekstreméw funkeji. Bywa to szczegdlnie przydatne w sytu-
acjach, gdy wartos¢ funkcji zalezy od zmiennej w jakis wyjatkowo zawiklany sposébﬂ Odpowiednikiem bisekc;ji jest
tu metoda zlotego podziatu (https://pl.wikipedia.org/wiki/Metoda_z¥C5%820tego_podzia’C5%82u, takze po-
lecam Numerical Recipes (niewazne w jakiej wersji jezyka programowania, w naszej bibliotece jest kilka, np. https:
//omnis-buw.primo.exlibrisgroup.com/permalink/480MNIS_UOW/1tfbgh2/alma991003672349708831).

W przypadku bisekcji potrzebowaliSmy w danym kroku warto$ci funkcji w dwoch punktach, by znalez¢é miejsce
zerowe. Wyznaczanie nowego punktu dla kolejnego kroku w polowie miedzy nimi réwniez bylo dosé naturalne.
Gdyby podzieli¢ przedzial inaczej niz symetrycznie na pél, ryzykowalibyémy, ze poszukiwane miejsce zerowe bedzie
w wiekszym kawalku (a wiec mniej dokladnie je obejmiemy). W przypadku poszukiwania ekstremum, dwa punkty
nie wystarcza, bo przeciez musimy znalez¢ taki kawalek funkcji, w ktérym najpierw ona roénie, a potem maleje (badz
odwrotnie). Potrzebujemy wiec trzech punktéw, zad sprawa optymalnego prébkowania (wybierania gdzie policzyé
warto$é¢ funkcji) staje sie nieco mniej oczywista. Co interesujace, w zaskakujacy sposéb powraca tu zloty podzial
zwiazany z liczba Fibonacciego, z ktora juz sig zetkneliSmy w zadaniu z szeregie

Celem zadania jest napisanie kodu w Pythonie, ktéry dla zadanego przedziatu x € [a, b], dokladnosci (rozumianej
jako € > |b — a| w ostatnim kroku) oraz funkcji f(x) poszukuje metoda zlotego podzialu jej minimum w tym
przedziale i wypisuje odpowiadajace mu warto$ci Zmin oraz f(Zmin). Niech program umozliwia réwniez wybdr
poszukiwania maksimum (co mozna tatwo zrealizowaé jako poszukiwanie minimum funkeji z przeciwnym znakiem)
oraz prezentuje wynik na wykresie, na ktérym beda zaznaczone wszystkie punkty przebadane w trakcie poszukiwania
oraz (innym kolorem) samo ekstremum.

Gwoli poréwnania, dla f(z) = 1.42%+2x —1 na przedziale z € [—2, 1] minimum to i, = —0.7142857142857143,
f(@min) = —1.7142857142857144. Wynik przykladowego programu zaprezentowany jest ponizej (przyjeto e = 1 -
10~7). Na wykresie A = b — a, czyli faktyczna rozpietoéé analizowanego przedziatu w ostatnim kroku (jak widaé
jest mniejsza niz e, czyli tak jak mialo by¢).

4Np. w chemii kwantowej czesto poszukuje sie najlepiej opisujacej uktad funkcji falowej poprzez manipulowanie jej parametrami,
powtarzanie z tak zmieniong funkcjg zlozonych i czasochtonnych obliczenr i sprawdzanie dla jakich parametréw uzyska sie najnizsza
energie. Ciezko tu podaé bezposredni wzér na minimum energii jako funkcji wspomnianych parametréw, wiec stosuje sie podejscie
numeryczne.

5W skrécie chodzi o to samo co w bisekcji — zeby zminimalizowaé (sic!) ryzyko zwiazane z tym, ze poszukiwane ekstremum jest w
mniej korzystnym kawatku przedziatu.
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15 Odwzorowanie logistyczne

Odwzorowanie logistyczne (https://pl.wikipedia.org/wiki/Odwzorowanie_logistyczne, nieco wiecej réwniez
w angielskiej wersji) to stosunkowo prosta rekurencja:

Tyl = r2n (1 — zy).

Mimo mato skomplikowanej postaci, posiada ona interesujace wtasnosci. Mozna jej uzy¢ do opisu dynamiki populacji,
gdzie r € [0,4] okresla sie mianem wspdlczynnika rozrodczosci, ktéry méwi o tempie przyrostu populacji, zas
x € [0,1] opisuje stosunek obecnej licznosci w populacji do maksymalnej mozliwej. Postugujac sie tym prostym
wzorem, mozna zobrazowa¢ jak przyrastaé¢ i wymieraé (np. ze wzgledu na brak pozywienia) bedzie populacja jakichs
organizméw.

Problemem do rozwiazania jest implementacja powyzszego modelu. Program ma przyjmowaé (jako parametry
wywolania) warto$é wspdlezynnika r, liczbe krokéw N (a wiec jakie wartosci ma przebiegaé n) oraz poczatkowa
warto$é¢ = (z¢). Na tej podstawie powinien wyznaczy¢ kolejne wartosci x;, i narysowaé je na wykresie. Np. dla
zestawu parametréw r = 2.8, N = 200,29 = 0.1, wykres powinien wyglada¢ mniej wiecej tak (populacja rosnie,
troche oscyluje, po czym ustala sie na stabilnym poziomie):


https://pl.wikipedia.org/wiki/Odwzorowanie_logistyczne
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Warto przyjrzeé sie jak zmienia sie przebieg wykresu dla réznych kombinacji parametrow. Przy wartosciach r €
1,2, 3,3.56995 powinny zachodzié¢ jakoSciowe zmiany w zachowaniu sie wykresu. Istotne jest tu pojecie atraktora —
stanu (w naszym przypadku wartosci ), do ktérego uklad bedzie dazyl. Wraz ze wzrostem r powinny pojawiaé sie
kolejne atraktory, pomiedzy ktorymi uktad bedzie przeskakiwal. Poczatkowa wartos¢ xy — malto istotna dla matych
wartosci r, dla duzych r zacznie mie¢ ogromny wplyw na przebieg wykresu, co jest charakterystyczne dla uktadéw
chaotycznych.

Mozna to jeszcze lepiej zilustrowaé na kilka sposobéw. Po pierwsze, program powinien mie¢ opcje animacji wy-
kresu — tak, by r stopniowo zwigkszato si¢ od 0 do 4. Przydadza si¢ tu komendy plt.pause(T), a takze plt.clf().
Po drugie, powinien umieé¢ stworzyé¢ tzw. diagram bifurkacyjny - na ktérym dla kazdej wartosci r zaznaczone sa
wartosci atraktorow. Mozna to osiagnaé w dos¢ zwiezly sposéb wykorzystujac Numpy i dotychczasowy kod pro-
gramu. Wzdr na rekurencje jest doktadnie ten sam, jedynie r to teraz jednowymiarowa tablica numpy (z warto$ciami
od 0 do 4), podobnie jak zreszta x. Jezeli weZzmiemy wystarczajaco duze tablice (np. 100000 elementéw) oraz x
zbudujemy z losowych wartosci z przedziatu [0, 1] (np.random.random()), koncowe wartosci tablicy x powinny (ze
wzgledu na chaotyczno$é ukladu) zawieraé¢ wszystkie interesujace nas atraktory. Do wyrysowania takiego wykresu
przyda sie plt.scatter (). Przykladowy diagram bifurkacyjny wyglada tak:
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