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1 Wstep: Z rozpaczy ku fizyce statystycznej

»Ludwig Boltzmann, who spent much of his life studying statistical mechanics, died
in 1906, by his own hand. Paul Ehrenfest, carrying on the work, died similarly in
1933. Now it is our turn to study statistical mechanics. Perhaps it will be wise to
approach the subject cautiously.”

— David Goodstein, States of Matter

Powyzszy cytat, cho¢ podszyty czarnym humorem, doskonale oddaje cigzar gatunkowy dzie-
dziny, ktéra bedziemy sie zajmowacé. Dlaczego mechanika statystyczna doprowadzata wybitne
umysty do takiej frustracji? Aby to zrozumie¢, musimy spojrze¢ na ograniczenia tradycyjnego
opisu fizycznego.

Mechanika klasyczna i kwantowa odnosza ogromne, wrecz spektakularne sukcesy w odkry-
waniu i analizie praw rzadzacych ruchem pojedynczych cial czy czastek. Potrafimy z niezwykla
precyzja wyliczy¢ trajektorie rzuconego kamienia, ruch planet, czy stany energetyczne atomu wo-
doru. Jednak wraz ze wzrostem liczby czastek w rozpatrywanym uktadzie, problem drastycznie
sie komplikuje, i to na tyle, ze klasyczne metody analityczne po prostu zawodza.

Warto przypomnieé, ze juz stynny problem trzech cial oddziatujacych grawitacyjnie nie po-
siada ogdlnego rozwiazania analitycznego w postaci zwartej (tzw. closed-form solution). Owszem,
w 1912 roku finski matematyk Karl F. Sundman zdotal udowodni¢ istnienie $cistego rozwiazania
w postaci zbieznego szeregu nieskonczonego. Z praktycznego i fizycznego punktu widzenia jest
ono jednak caltkowicie bezuzyteczne — zbiega ono tak wolno, ze aby uzyskaé sensowna precyzje
dla krétkiego odcinka czasu, nalezaloby zsumowaé¢ miliony wyrazéw tego szeregu. Co wiecej,
pod koniec XIX wieku Henri Poincaré udowodnil, ze uktad trzech ciatl jest fundamentalnie cha-
otyczny. Oznacza to ekstremalng wrazliwosé na najdrobniejsze zmiany warunkéw poczatkowych.
Trajektorie cial splatuja sie ze soba w skomplikowany, niepowtarzalny i niemozliwy do dtugoter-
minowego przewidzenia sposob.

A méwimy tu przeciez zaledwie o trzech oddzialujacych obiektach! A co, jesli tych cial jest
nie trzy, lecz tryliony? Czy pozostaje nam tylko zalamacé rece i pograzy¢ sie w rozpaczy?

1.1 Bariera obliczeniowa, czyli dlaczego komputery nas nie ocalg

Pozostaja nam rzecz jasna jeszcze metody numeryczne. Naiwne podejécie podpowiada: wezmy po
prostu réwnania Newtona, wsadzmy je do poteznego komputera i pozwélmy maszynie rozwiazaé
je krok po kroku. Niestety, nawet one nie pozwalaja na opis uktadéw o rozmiarach makroskopo-
wych.

Warto w tym miejscu spojrze¢ prawdzie w oczy: w tej walce najpotezniejsze komputery
Swiata sa rownie bezradne co kartka i otéwek. Dzi§ dysponujemy superkomputerami klasy eksa-
skalowej (wykonujacymi ponad 10'® operacji zmiennoprzecinkowych na sekunde, czyli eksaflopy).
Obecnymi rekordzistami sa giganty takie jak Frontier (znajdujacy sie w Oak Ridge National La-
boratory w USA) czy Aurora (Argonne National Laboratory). Ich kolosalna moc obliczeniowa



nie opiera sie na klasycznych procesorach, lecz na zaprzegnieciu do pracy dziesiatek tysiecy
poteznych akceleratoréw graficznych (GPU) liczacych wszystko réwnolegle.

Co to oznacza w praktyce dla fizyka? Najwicksze z mozliwych obecnie symulacji dynamiki
molekularnej (MD) na takich maszynach potrafig $ledzié ruch rzedu biliona (10'2) atoméw.
Brzmi to dumnie, ale czy rozwigzuje nasz problem? Absolutnie nie. Bilion atoméw to wciaz
zaledwie mikroskopijny pyltek, znikomy utamek mikromola materii. Co gorsza, sredni czas miedzy
oddziatywaniem czastek, np. w gazie, jest rzedu nanosekund, a zeby symulacja numeryczna byta
w ogdble stabilna, krok czasowy musi by¢ utamkiem femtosekundy (10715 s). To oznacza, ze po
tygodniach ciggtego dziatania najwiekszych klastréow obliczeniowych Swiata na pelnych obrotach,
potrafimy przesledzié¢ ewolucje takiego uktadu zaledwie przez utamki mikrosekundy. Wynik jest
przytlaczajaco mizerny — ewolucja zaledwie jednego mola gazu (10?4 czastek) przez jedng sekunde
wymagataby mocy obliczeniowej o jakies 25 rzedoéw wielkosci wiekszej niz ta, ktéra dysponuje
dzisiaj cata ludzkos¢.

1.2 Zbdj Gebon i demon Laplace’a

Jezeli jednak przez moment wyobrazilibySmy sobie, ze taki nadnaturalny komputer istnieje,
potrafi wyliczy¢ trajektorie czastki po czastce w szklance wody i wyrzuca z siebie w mgnieniu
oka biliardy liczb opisujacych konfiguracje uktadu w kazdej kolejnej chwili czasu... moglibySmy
ze zdumieniem stwierdzi¢, ze te potoki liczb nikogo tak naprawde nie interesuja.

Nikt nie zadalby pytania: ,,gdzie doktadnie znajduje sie czasteczka nr 156 893 211 w czwar-
tej mikrosekundzie?”. Pytania, ktére bysmy zadawali, bylyby zupeinie innej natury: jaka jest
gestos¢ czastek tu czy tam? Gdzie $rednio wedruja czastki? Jakie wywieraja cisnienie? Czyli nie
tyle interesowatoby nas zachowanie pojedynczych indywiduéw, ile pewne wlasnoéci kolektywne,
usrednione, makroskopowe.

Sytuacja ta do ztudzenia przypomina los zbdjcy Gebona z opowiadania Stanistawa Lema , Jak
Trurl ¢ Klapaucjusz demona drugiego rodzaju stworzyli, aby zbdjce Gebona pokonac”. Gebon,
taknacy potegi ptynacej z Wszelkiej Informacji, zostal ukarany przez genialnych konstrukto-
réw maszyna (Demonem Drugiego Rodzaju), ktéra z chaotycznego ruchu cieplnego atomoéw
powietrza odczytywala absolutnie wszystkie prawdziwe fakty. Zbdjca momentalnie zostat po-
grzebany pod gérami papierowych taém zawierajacych nieskoriczong ilos¢ bezuzytecznych dla
niego danych:

»(...) wydawalo sie zbdjowi, ze zaraz juz dowie sie rzeczy niestychanych, takich,
ktore mu oczy na Istote Bytu otworza, wiec wezytywal sie we wszystko, co leciato
spod brylancika (...) a tymczasem czytal o tym, jak sie wije arlebardzkie wija i
ze corka kroéla Petrycego z Labaudii zwala sie Garbunda, i co jadl na drugie $nia-
danie Fryderyk II, krol bladawcéw, nim wojne wypowiedzial Gwendolinom, i ile
powtok elektronowych liczytby sobie atom termionolium, gdyby taki pierwiastek
byl mozliwy, i jakie sa wymiary dziurki tylnej matego ptaszka, zwanego kurkucie-
lem, ktérego na swych rozamforach malujg Martajowie Wabedzcy, jak réwniez o
trzech smakach poliwonnych szlamu oceanicznego na Wodocji Przyzrocznej, i o
kwiatku Yubuduku, ktory mysliwych staromalfandzkich wali siarczyscie na odlew,
Switem wzruszony, i jak wyprowadzi¢ wzér na dostawe kata podstawy wieloboku,
ikoseadrem zwanego, i kto byl jubilerem Fafucjusza, rzeZnika mankuta Buwantéw,
i ile pism filatelistycznych bedzie wychodzito w roku siedemdziesieciotysiecznym
na Morkonaucji, i gdzie znajduje sie trupek Cybrycji Krasnopietej, ktéra gwoz-
dziem przebil po pijanemu niejaki Malkonder, i czym sie rézni Maciag od Na-
ciagu, a takze kto ma najmniejsza w Kosmosie pielownice wzdtuzna i dlaczego
pchly smoczkotytkie mchu je$é nie chca, i na czym polega gra zwana Balansyer



Zadni Sciagany, i ile bylo ziarenek lwichwostu w tej kupce, co ja Abrukwian Po-
listny noga tracil, kiedy sie poéliznat na ésmym kilometrze szosy albacjerskiej w
Dolinie Wzduchéw Szedziwych.”

Dokladnie to samo spotkatoby nas, gdybyémy dysponowali komputerem §ledzacym ruch i
parametry kazdego pojedynczego atomu. UtonelibySmy w oceanie absolutnie prawdziwych,
lecz fizycznie bezuzytecznych danych.

Innym krytycznym elementem w tych rozwazaniach jest chaos deterministyczny. Najpierw
musielibyémy do naszego wysnionego komputera zatadowaé gigantyczny plik z warunkami po-
czatkowymi wszystkich atoméw. Musialyby to byé¢ warunki znane z absolutnie nieskonczona
precyzja. Rzeczywistos¢ jest bowiem bezlitosna: w uktadach wielocialowych, juz po czasach
rzedu kilku czaséw miedzy zderzeniami, dwie trajektorie rézniace sie w warunkach poczatko-
wych cho¢by o niewyobrazalnie maly utamek, pdjda dwiema zupelnie innymi drogami (tzw.
efekt motyla w skali mikro).

Wszystko to prowadzi nas do nieuniknionego wniosku: nie mozna po prostu ,,wyliczy¢
$wiata”. Pelna informacja o mikrostanie ukladu w ogdlnoéci nie jest dla nas dostepna — to jest
to, o czym moéwiliémy na samym poczatku wyktadu. Taka absolutna wiedza deterministyczna
jest dostepna wylacznie dla hipotetycznych bytéw, takich jak stynny demon pojawijacy sie w
Esejach Laplace’a z roku 1814:,Wyobrazmy sobie istote, ktéra w danej chwili czasu znalaby
wszystkie sity dzialajace w $wiecie i potozenia wszystkich jego sktadnikow. Jesli istota ta bytaby
wystarczajaco potezna, by poddaé¢ te dane analizie, moglaby zawrze¢ w jednym réwnaniu ruch
najwiekszych cial Wszechswiata i najmniejszego atomu, dla takiej istoty nic nie bytoby niepewne
a przysztosé tak jak i przesztoéé rozposcierataby sie przed jej oczami.” Daleko nam jednak do
demona Laplace’a. Mamy drastycznie ograniczone mozliwosci pomiarowe oraz obliczeniowe i
musimy sobie jako$, skromnie, po ludzku z tym radzié.

1.3 Paradygmat statystyczny

Wszystko to sprawia, ze musimy definitywnie zrezygnowaé¢ z podejscia indywidualistycznego na
rzecz opisu usrednionego, statystycznego, wyrazonego w jezyku rachunku prawdopodobienstwa.
Przyznajemy sie do fundamentalnej niewiedzy: nie bedziemy wiedzieli, dokad leca poszczegdlne
atomy. Zadowolimy sie wiedza o tym, ile ich $rednio poleciato tu i tam, oraz jakie sa prawdopo-
dobienstwa wystapienia réznorakich efektow.

Paradoksalnie, to zrzeczenie sie precyzji na poziomie mikro pozwala nam na niesamowicie
precyzyjny opis na poziomie makro. W ten sposéb bedziemy w stanie zrozumieé¢ i przewidzieé
najrézniejsze zjawiska — od tak prozaicznych (ze kiedy Sciskamy balon z gazem, to on si¢ ogrzewa,
albo ze jezeli ogrzewamy jaki§ material, to on sie rozszerza), az po zjawiska kwantowe i egzo-
tyczne, jak kondensacja Bosego-Einsteina (BEC).

Co ciekawe, takie statystyczne podejscie zrodzone z fizyki moze by¢ (i z wielkim powodzeniem
jest!) stosowane nie tylko do opisu martwej materii w laboratoriach. Odnajdujemy je wszedzie
tam, gdzie duza liczba oddziatujacych ze soba jednostek tworzy zjawiska kolektywne.

« W psychologii spotecznej i socjologii funkcjonuje zasada: ,Nie wiem, jak zachowa sie
konkretna jednostka — ale znam psychologie ttumu”. Reakcja jednego cztowieka na bodziec
moze by¢ nieprzewidywalna, ale zachowanie stutysiecznego ttumu na stadionie poddaje sie
juz dos¢ rygorystycznym prawom statystyki.

e W fizyce ruchu drogowego mamy do czynienia z podobnym ewenementem. Chociaz
nie potrafimy przewidzie¢ zachowania i ruchu poszczegdlnych kierowcéw na autostradzie
(bo zawsze trafia si¢ narwancy, piraci drogowi, niedzielni ,wolniacy” i osoby zamys$lone),
to jednak za pomoca zaledwie kilku zatozen o ich $rednim zachowaniu jesteSmy w stanie
niezwykle skutecznie symulowaé¢ ruch drogowy calych metropolii. Potrafimy przewidywaé



powstawanie korkéw, czy tez modelowaé powstawanie fal na przemian zageszczonego i
rozrzedzonego ruchu drogowego (tzw. stop-and-go waves). Zreszta samo powstawanie i
propagacja korkéw to bardzo ciekawy przyklad zjawiska emergentnego (kolektywnego),
ktéry pojawia sie dopiero wtedy, kiedy mamy do czynienia z wieloma pojazdami — odpo-
wiednikami ,,atoméw” na drodze — i ktory jest absolutnie niemozliwy do przewidzenia na
podstawie znajomosci mechaniki i ruchu pojedynczych samochodéw. No bo jak, na litos¢
boska, wpasé na to analizujac ruch samotnego samochodu na pustej drodze, ze w gestym
ruchu ulicznym tzw. korki fantomowe (korki powstajace bez wyraznej przyczyny, np. wy-
padku) propaguja sie zawsze do tytu z predkoscia okoto 15 km/h? Co niesamowite,
predko$¢ propagacji tej fali zageszczenia w tyl jest jak najwyrazniej stala i uniwersalna
dla prawie wszystkich szos na $wiecie, niezaleznie od tego, czy to amerykanska autostrada,
czy niemiecki Autobahn!

e Zupelnie podobnie zachowuja sie piesi w tlumie. Zjawiska ucieczki, problematyka
paniki, zatoréw w waskich przejsciach ewakuacyjnych — to wszystko fizyka statystyczna
w najczystszej postaci. Piesi traktowani sa jako samobiezne czastki oddzialujace na siebie
sitami odpychania spotecznego, co pozwala inzynierom i architektom projektowaé bezpiecz-
niejsze stadiony i stacje metra.

To wtadnie sita statystyki. Nie znajac szczegdtéw, poznajemy catosciowy obraz. W kolej-
nej czedci przejdziemy do formalnego aparatu matematycznego, ktéry nam to umozliwi — do
rachunku prawdopodobienstwa.

2 Rachunek prawdopodobienstwa: Intuicja, ktéra wodzi na ma-
nowce

2.1 Pojecia podstawowe

Wigkszos$é z nas uwaza, ze intuicyjnie rozumie, czym jest prawdopodobienistwo. Przeciez to proste
— jaka jest szansa na to, ze w rzucie moneta wypadnie reszka? Odpowiadamy bez wahania: 1/2.
Ale co wlasciwie przez to rozumiemy?

Mamy tu do dyspozycji dwie gléwne mozliwosci interpretacyjne:

1. Chodzi o wynik pojedynczego rzutu (Podejscie subiektywne / informacyjne)
Méwi sie wtedy, ze prawdopodobienstwo P opisuje po prostu stan naszej wiedzy na temat
wyniku jeszcze niewykonanego doswiadczenia. Takie ujecie natychmiast naraza sie na mocny
zarzut o subiektywizm (,kazdy obserwator wie co$ innego”). Odpiera sie go jednak tlumaczac,
ze wcale nie chodzi o subiektywne widzimisie badacza, lecz o to, co obiektywnie mozna wiedziec,
przeprowadzajac dane doswiadczenie doktadnie wedlug zadanego przepisu.

2. Chodzi o czesto$¢ wystagpienia orta w dlugiej serii rzutéw (Podejscie czesto-
Sciowe)

Jesli nie podoba nam si¢ abstrakcyjny opis ,,stanu wiedzy”, mozemy oprze¢ si¢ na empirii. Rzu-
caliSmy monetg wystarczajaco duzo razy i tak po prostu wyszlto. To podejscie prowadzi nas
do definicji czestosSciowej, ktéra méwi, ze prawdopodobienstwo to granica stosunku liczby
zdarzen sprzyjajacych (N, ) do catkowitej liczby préb (N):

Ny

= lim —
Pr N—o0

Niestety, i ta $ciezka kryje dwa powazne zarzuty:

o Kazda fizyczna seria préb w naturze jest w rzeczywistoéci skonczona. Nigdy nie osia-
gniemy granicy w nieskonczonosci.

e Skad w ogéle wiemy, ze zdarzenia w tej serii sa ze soba faktycznie niezalezne?



Co gorsza, gdy zapytamy, co méwi teoria na temat czestosci wystepowania danego zdarzenia
w dlugiej, ale wciaz skonczonej serii doSwiadczen, okaze sie, ze teoria ta opisuje to... znowu
uzywajac jezyka prawdopodobienstwa. Wpadamy tu w zgrabne, btedne koto.

Co ciekawe, w historii nauki nie brakowalo $miatkéw (lub ludzi skrajnie znudzonych), ktorzy
postanowili sprawdzi¢ podejScie czestosciowe empirycznie:

e John Kerrich — angielski matematyk, ktéry na poczatku II wojny swiatowej wyktadat w
Kopenhadze. Aresztowany przez Niemcéw, spedzit wojne w obozie jenieckim na Jutlandii.
7 nudéw przeprowadzatl eksperymenty probabilistyczne. Rzucil moneta 10 tysiecy razy i
otrzymalt 5067 ortow.

e Karl Pearson — stynny statystyk, mial jeszcze wiecej czasu i samozaparcia. Wykonat 24
000 rzutow, z czego 12 012 zakonczyto sie wyrzuceniem orta.

O monetach warto wiedzieé¢ jeszcze kilka rzeczy. O ile rzuconej monety nie da sie tatwo
oszukaé¢ (w przeciwienstwie do kosci do gry, ktére mozna obciazyé), o tyle sytuacja zmienia
sie dramatycznie, jesli moneta zakrecimy jak baczkiem. Polscy matematycy z Siedlec, To-
masz Gliszezynski 1 Wlodzimierz Zawadowski (o ktorych w 2002 roku pisal nawet brytyjski The
Times), kazali swoim studentom zakreci¢ 250 razy nowa belgijska moneta o nominale 1 Euro.
Wynik? Krél Belgii (awers) pokazal sie 140 razy, a reszka tylko 110. Strona z twarza kréla byta
po prostu ciezsza.

Niezmiernie wazna jest tez sama technika rzutu. Persi Diaconis — niegdy$ profesjonalny magik,
a dzi§ wybitny profesor matematyki na Uniwersytecie Stanforda — udowodnit, ze potrafi rzuci¢
monety w taki sposéb, aby za kazdym razem wyladowala na zadanej stronie. Udowodnil, ze rzut
monetg to nie magia ani czysta losowos¢, lecz zagadnienie z zakresu mechaniki klasyczne;j.

Aby uniknaé¢ putapek intuicji, w mechanice statystycznej musimy zbudowaé precyzyjny, ma-
tematyczny model zjawisk losowych. Zanim jednak podamy rygorystyczne aksjomaty, prze-
$ledzmy proces ich powstawania na bogatszym przyktadzie.

Wyobrazmy sobie nastepujaca sytuacje: Alicja dzwoni do Boba i podaje mu wyniki swoich
rzutéw dwiema kostkami do gry. Sci§lej méwige, podaje mu tylko sumy wyrzuconych oczek:

4,7,5,2,6,11,7,9,9,6. ..

Na razie jest to malo ciekawy ciag liczb. Ale po dituzszym powtarzaniu eksperymentu Bob
zauwaza pewng prawidlowo$¢ — dostajemy ciag, w ktorym najczesciej wychodzi 6, 7 1 8, a
najrzadziej 2 i 12. Tym z Was, ktorzy grali w Catana, ten fakt jest na pewno dobrze znany.
Jak to opisaé i sformalizowa¢? Najpierw doprecyzujmy, co Boba w ogéle interesuje. Niech A
oznacza zbidr interesujacych nas zdarzen. To moga by¢ proste zdarzenia, np.:

e Sy (suma wynosi 2),
o Sg (suma wynosi 6),
e Sy (suma wynosi 9).

Ale moga to by¢ réwniez zdarzenia zlozone, traktowane jako operacje na zbiorach, np. suma
logiczna A = Sy U Sg U Sy, albo zdarzenie B = ,,cokolwiek, byle nie 2 i 12”. Mozemy mie¢ tez
w tym zbiorze istotne przypadki skrajne:

o zdarzenie niemozliwe (np. suma oczek wynosi 13). Z definicji chcemy, by
P(niemozliwego) = 0.
» zdarzenie pewne (np. suma oczek to liczba catkowita). Z definicji P(pewnego) = 1.

Teraz chcielibyémy kazdemu zdarzeniu ze zbioru A przypisa¢ prawdopodobienistwo. Bedzie



to funkcja przyporzadkowujaca zdarzeniom liczby rzeczywiste:
P:A>S—P(S)eR

Rozsadnie jest tez przyja¢ addytywnos¢ prawdopodobienstw: alternatywa zdarzen to w je-
zyku zbioréw ich suma (AU B), wiec chcemy, aby prawdopodobienstwo alternatywy zdarzen
wykluczajacych sie bylo réwne sumie ich prawdopodobienstw.

Zauwazmy fundamentalng rzecz: kazde zdarzenie (np. S5) analizowane przez Boba jest tak
naprawde uwarunkowane niewidocznymi dla niego, mikroskopowymi stanami kostek. Wpro-
wadzmy zbiér wszystkich mozliwych par liczb okreslajacych pojedyncze wyniki na obu
kostkach. Niech €2 oznacza zbiér tych par:

Q={G,J)|i,5€{1,2,...,6}}

Elementy tego bazowego zbioru nazywamy zdarzeniami elementarnymi.

Kazde makroskopowe zdarzenie S to po prostu podzbiér zbioru 2. Zauwazmy jednak, ze nie
wszystkie zdarzenia elementarne sg bezposrednio identyfikowalne dla Boba! Np. konkretny
rzut (2,3) nalezy do zdarzenia makroskopowego S5, poniewaz:

S5 = {(174)7 (27 3)7 (37 2)7 (47 1)}

Gdybysmy zalozyli (co dla idealnych kostek jest rozsadne), ze wszystkie z 36 mozliwych
zdarzen elementarnych (i, j) sa réwnoprawdopodobne, to z zasady addytywnosci dostaliby$my,
ze prawdopodobienistwo kazdego z nich to 1/36. Stad tatwo wyznaczyé prawdopodobienistwa
interesujacych Boba sum:

4
P(S5) = 55 bo sprzyjaja mu pary: (1,4),(2,3), (3,2), (4,1)

P(S7) = % bo sprzyjaja mu pary: (1,6), (6,1),(2,5), (5,2), (4,3), (3,4)

2.2 Formalizm matematyczny i aksjomatyka Kolmogorowa

Ogdlny schemat tego, co intuicyjnie zrobiliSmy przed chwila, stanowi fundament formalnego
rachunku prawdopodobienstwa. Wprowadzamy w nim trzy filary, tworzace tzw. przestrzen pro-
babilistyczna (2, A, P):

1. Przestrzen prébek (Zbiér zdarzen elementarnych)
W kazdym modelu wystepuje zbiér €2, zawierajacy wszystkie mozliwe wyniki danego ekspery-
mentu losowego na poziomie najbardziej podstawowym. Dla dwdéch rzutéw monetg byloby to
Q= {(O’ O)v (Ov R)7 (Ra R)v (Rv O)}

2. Zbiér zdarzen losowych (o-algebra) A
Zdarzenia losowe (to, co nas interesuje) to podzbiory zbioru Q2. Wyodrebniamy zbiér A, ktory
zawiera te podzbiory. Aby matematyka dzialala poprawnie, od rodziny zbioréw A (zwanej o-
algebra) wymagamy spelnienia trzech warunkéw:

1. Q € A, 0 € A (zdarzenie pewne i niemozliwe zawsze naleza do naszych rozwazan).
2. ABe A = AUB,ANB,A\ B € A (zbiér jest zamkniety na podstawowe operacje
logiczne: sume, iloczyn, réznice).
3. A, e An=12--- = U;~; An € A (nieskoriczona suma zdarzen réwniez jest zdarze-
niem).
Ten ostatni, nieco tajemniczy punkt (ktéry dzieki prawom De Morgana gwarantuje réwniez

zamknieto$é na nieskoriczone przeciecia zbioréw) zapewnia nam cigglosé prawdopodobieristwa.
Mozemy na to patrze¢ na dwa réwnowazne sposoby:



o Ciaglosé z dotu: dla rosnacego ciagu zdarzen (A4; C As C ...) chcemy, by P(4,) —
P(A), gdzie A = ;2 Ap.

o Ciaglosé z géry: dla malejacego ciagu zdarzen (A; D Az D ...) chcemy, by P(A,) —
P(A), gdzie A =2, Ap.

Dlatego wlasnie nieskoniczone sumy (jak i iloczyny) zdarzen musza naleze¢ do naszej o-algebry,
aby granice te mialy matematyczny sens.

3. Miara prawdopodobienstwa P
Prawdopodobienistwo to funkcja przypisujaca poszczegdlnym zdarzeniom z algebry A liczby rze-
czywiste, spelniajaca aksjomaty Kolmogorowa:

1. Nieujemno$é¢: Dla kazdego A € A, zachodzi P(A) > 0.
2. Unormowanie: P(2) = 1 oraz P(() = 0.

3. Przeliczalna addytywnoéé: Jesli ciag zdarzen Aq, Ao, --- € A sklada sig ze zdarzen parami
rozlagcznych (4; N A; =0 dla i # j), to:

(yr) g

Ten ostatni aksjomat jest niezwykle wazny w praktyce. Gwarantuje on na przykiad, ze jezeli po-
dzielimy cala nasza przestrzen zdarzen elementarnych 2 na nieskonczenie wiele (ale przeliczalnie
wiele, np. ponumerowanych liczbami naturalnymi) roztacznych kawaleczkéw A,,, to ich suma to
po prostu €2, a suma ich prawdopodobienistw sumuje sie do jednosci: Y oo P(A,) = P(2) = 1.
Bez tego nie moglibySmy sensownie opisywaé rozkladéw na nieskonczonych, ale dyskretnych
zbiorach (np. gdy pytamy o liczbe atoméw, ktére ulegly rozpadowi — moze to byé 0,1,2,... w
nieskonczonosé).

Aby pokazacé, ze matematyczny rygor nie jest sztuka dla sztuki, rozwazmy klasyczny problem
z 1889 roku. Losowo wybieramy cieciwe okregu o promieniu r. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze jej dlugo$é jest wieksza niz promien okregu?

A T
o
Metoda 1: p = % = % Metoda 2: p = ? Metoda 3: p = %

Rysunek: Trzy réine rozwigzania paradoksu Bertranda (dla warunku, ze diugo$é cieciwy jest
wieksza od promienia okregu r, co geometrycznie odpowiada bokowi wpisanego szesciokgta). Kolorem
czerwonym oznaczono zbior zdarzen sprzyjajecych dla kazdego schematu losowania.

e Odpowiedz nr 1: Wybieramy losowo punkt na okregu i z niego prowadzimy cieciwe
do drugiego, losowo wybranego punktu na obwodzie. Rozwazajac szesciokat foremny
wpisany w okrag (ktérego bok ma dlugosé doktadnie r), zauwazamy, ze drugi punkt musi
spas¢ na 4 z 6 tukéw utworzonych przez wierzcholtki szesciokata. Prawdopodobienstwo
wynosi p =4/6 = 2/3.



e Odpowiedz nr 2: Zalézmy, ze losujemy odlegtos¢é srodka cieciwy od érodka okregu —
warto$¢ z przedziatu (0,7). Aby cieciwa byla dluzsza niz bok naszego szesciokata (r),
jej odleglosé od srodka okregu musi by¢ mniejsza od wysokoéci trojkata réwnobocznego
budujacego ten szesciokat, czyli rv/3/2. Poniewaz wybor jest jednorodny na odcinku r,

daje nam to p = MTS/Z = /3/2 ~ 0.866.

e Odpowiedz nr 3: Wybieramy losowo punkt wewnatrz catego okregu, ktéry staje sie
srodkiem naszej cieciwy. Aby cieciwa byla dluzsza od r, wybrany punkt musi lezeé
wewnatrz mniejszego okregu o promieniu 7v/3/2. Stosunek pél tych dwoéch okregéw
wynosi 3/4 = 0.75.

Moral: Ktéra odpowiedz jest poprawna? Wszystkie! Paradoks obnaza brutalna prawde: za-
danie probabilistyczne nie ma najmniejszego sensu bez jasnego sprecyzowania mechanizmu
(schematu) losowania, a zatem wybory zbioru zdarzen elementarnych. Pytanie ,ktore zdarze-
nia sg rownoprawdopodobne?” jest wazniejsze niz same obliczenia.

2.3 Zdarzenia niezalezne i prawdopodobienstwo warunkowe

Nasze przewidywania tego, co sie wydarzy, zalezg krytycznie od posiadanej informacji. I tak np.
prawdopodobienstwo tego, ze wracajac wieczorem do domu zostaniemy pobici, mocno rosnie,
gdy dowiemy sie, ze tego wlasnie dnia Legia bedzie grata mecz.

Jako mniej drastyczny przykiad wezmy rzut dwiema monetami z przestrzeniag prébek ) =
{(0,0),(0,R),(R,0), (R, R)}. Niech zdarzenie A = {(O,0)} (wypadly dwa orly), a zdarzenie
B to ,wypadla przynajmniej jedna reszka” czyli ({(O, R), (R, O), (R, R)}). Jesdli wiemy, ze zaszlo
zdarzenie B, to zdarzenie A staje sie absolutnie niemozliwe. Stad prawdopodobienstwo zdarzenia
A pod warunkiem zaj$cia B wynosi zero.

Prowadzi to do definicji prawdopodobienstwa warunkowego:

P(AN B)

P(AIB) = =55

Inny klasyczny przyklad: w pokoju jest 100 oséb. 20 z nich ma brode, 25 to osoby czarnoskére, a
5 to czarnoskére osoby z broda. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze wylosowana osoba ma brode,
jesli wiemy, ze jest czarnoskora? P(brodaty|czarnoskory) =5/25 = 1/5.

Jezeli jednak zdobyta informacja nie zmienia absolutnie nic, méwimy o zdarzeniach nieza-
leznych. Zdarzenia A i B sa niezalezne, jesli zajScie B nie wplywa na szanse zajscia A:

P(A|B) = P(A)

Podstawiajac to do definicji prawdopodobienstwa warunkowego, otrzymujemy kluczowy wzoér na
iloczyn zdarzen niezaleznych:
P(ANnB)=P(A)-P(B)

Np. szansa na wyrzucenie dwoch szostek w dwoch rzutach niezaleznymi kostkami to po prostu
1/6-1/6 = 1/36.

Brak zrozumienia pojecia niezaleznoéci to zrédto najpopularniejszych przesadow:

o ,Po dwéch dziewczynkach teraz musi by¢ chlopiec, zeby statystyka sie wyréwnata.” (Natura

nie ma pamieci).

o Naiwna strategia gry w ruletke: ,Poczekam na dluga serie czerwonych i wtedy na pewno
wypadnie czarne.” (Kulka tez nie ma pamieci!).

e Stary dowcip o matematyku, ktéry po fali zamachéw bombowych zaczal wnosi¢ na poktad
samolotu wlasng bombe. Wyliczyl bowiem, Ze szansa, iz na poktadzie znajdzie si¢ jedna
bomba, wynosi 1 na 10 tysiecy, ale szansa na to, ze w jednym samolocie znajda si¢ dwie



bomby, wynosi juz 1 na 100 milionéw. (Blad lezy w niezaleznosci — jego wlasna bomba nie
zmniejsza prawdopodobiefistwa cudzej bomby!).

7 zalozeniem o niezalezno$ci trzeba niezmiernie uwazaé! Oto dwa mrozace krew w zylach,
autentyczne przyktady naduzycia rachunku prawdopodobienstwa przez oskarzycieli, ktére
zrujnowaly ludzkie zycia.

Przypadek Josepha Trujillo (1946)

W USA zastrzelono oficera policji. O zabdjstwo oskarzono Josepha Trujillo. Na jego ubraniu
znaleziono 11 wiékienek materiatu odpowiadajacych materiatowi z ubrania ofiary. Prokurator
stwierdzil arbitralnie, ze prawdopodobienstwo przypadkowej zgodnoéci jednego widkna to 0.1.
Mnozac to przez siebie (zakladajac niezalezno$é!), przekonywal lawe przysieglych, ze dla 11
wlékien szansa pomytki to 0.1'' = 0.00000000001. Co wiecej, w pistolecie oskarzonego i w
broni zbrodni znaleziono 5 cech wspélnych, m.in.:

« pistolety nieautomatyczne (prokurator zalozyt p = 0.5),
« kaliber .38 (p = 0.2),

o lekko skrzywiona lufa (p = 0.2).

Pomnozenie tych ,,prawdopodobienstw” dalo znéw absurdalnie maltg liczbe. Btad polegal na
tym, ze te zdarzenia nie byly niezalezne. Widkna z tego samego plaszcza sa ze sobg silnie
skorelowane (jak spadnie jedno, to i drugie), a rewolwery kalibru .38 rzadziej bywaly bronia
automatyczna niz male kalibry, wiec cechy broni tez byly zalezne. Niestety, Trujillo zostal
skazany i stracony.

Sprawa malzenstwa Collinséw (1964)

W Kalifornii starsza kobieta zostala uduszona w alejce. Swiadek zeznal, ze z miejsca zbrodni
wybiegta blondynka z wlosami spietymi w kucyki, wsiadta do zdéttego samochodu prowa-
dzonego przez czarnoskérego mezczyzne z wasami i broda. Krétko potem policja zatrzymata
Janet i Malcolma Collinséw, ktérzy odpowiadali rysopisowi i posiadali zéttego Forda Lincolna.
Prokurator, zachty$niety pseudomatematyka, zaprezentowal tawie przysieglych nastepujace
prawdopodobienstwa:

e blondynka: p =1/3

o kucyki: p=1/10

o malzenstwo o réznych kolorach skéry: p = 1/1000
o 70ty samochéd: p =1/10

o mezczyzna z wasami: p = 1/4

o czarnoskory z broda: p =1/10

Mnozac te liczby, oskarzyciel otrzymal wynik 1 do 12000000, argumentujac, ze szansa, by
winny byt kto$ inny niz Collinsowie, jest bliska zeru. Lawa przysiegtych skazata ich na wyroki
wieloletniego wiezienia (w pierwotnych doniesieniach grozita im kara $mierci).

Kilka lat pdzniej Sad Najwyzszy Kalifornii w gtosnym wyroku People v. Collins zmasakro-
wal te argumenty i anulowal wyrok. Dlaczego? Po pierwsze, liczby byly catkowicie wyssane
z palca. Po drugie i najwazniejsze — cechy te absolutnie nie byly niezalezne! Fakt, ze
mezczyzna nosi brode, jest silnie skorelowany z posiadaniem przez niego waséw. Fakt, ze ob-
serwujemy osobe o ciemnej skorze z broda, w tamtym czasie nie byl niezalezny od faktu, ze



jest to osoba o okredlonym statusie demograficznym. Co wiecej, eksperci matematyczni powo-
tani przez obrone pokazali, Ze stosujac nawet te wadliwe wartosci prokuratora do populacji
kilku milionéw mieszkaricow aglomeracji Los Angeles, istniato okolo 41% szans, ze w miescie
znajduje sie jeszcze co najmniej jedna taka para. Skazanie na podstawie samej statystyki byto
matematyczng zbrodnia.

3 Zmienne losowe i ich rozklady

3.1 Zmienna losowa: pomost miedzy abstrakcja a liczba

Zanim przejdziemy dalej, zrébmy krotkie przypomnienie. Nasza matematyczna konstrukcja praw-
dopodobienstwa opiera sie na trzech filarach: przestrzeni prébek (zbiér zdarzen elementarnych)
Q, zbiorze zdarzen losowych A i mierze prawdopodobienstwa P.

Jednak w fizyce rzadko interesuje nas to, czy moneta upadla ortem, czy reszka, albo jak
doktadnie utozyly sie widkna w rzucie koscia. Chcemy operowaé¢ na konkretnych wielkosciach
fizycznych: energiach, predkosciach, potozeniach. Potrzebujemy narzedzia, ktore przettumaczy
abstrakcyjne zdarzenia na jezyk liczb rzeczywistych. Tym narzedziem jest zmienna losowa.

Zmienna losowa to funkcja okreslona na zbiorze zdarzen elementarnych, przyjmujaca wartosci
rzeczywiste:

X: Q=R

Przykladowo: zdarzeniu ,,wypadla reszka” przyporzadkowujemy liczbe 1, a ,wypadt orzel” liczbe
0. Albo inaczej: wylosowanej w loterii osobie (zdarzenie elementarne to konkretny czlowiek)
przyporzadkowujemy jej wzrost w centymetrach.

Zmienna losowa nie moze by¢ zupelnie dowolna funkcja. Aby cala nasza misterna maszyneria
probabilistyczna dzialala, bedziemy od niej wymagali, aby dla kazdego przedziatu [a,b] C R
zbidr postaci:

Ap={weN : a< X(w) <b}

nalezal do naszej algebry zdarzen A. Krotko méwiac: przeciwobrazy odcinkéw w R musza
by¢ elementami zbioru zdarzen losowych.

Dlaczego to takie wazne? Poniewaz prawdopodobienstwo P potrafimy liczy¢ tylko dla elemen-
tow ze zbioru A! Jesli jaki$ przeciwobraz nie trafi do A, nie bedziemy w stanie odpowiedzie¢ na
pytanie , jakie jest prawdopodobienstwo, ze zmienna X przyjmie warto$¢ z tego przedziatu?”.
Spo6jrzmy na przyklad patologiczny: Niech nasza przestrzei to 2 = {1,2,3}, za$ algebra
(bardzo uboga) to A = {{1},{2,3},0,Q}. Mamy tez prawdopodobienstwa: P({1}) = 1/6,
P({2,3}) = 5/6. (Pamietajmy, ze zbiér pusty zawsze nalezy do A, P(0)) = 0).

Zdefiniujmy teraz funkcje X : Q — R poprzez:

Czy to jest zmienna losowa? Nie! SprawdZmy przeciwobraz przedziatu (3.5,4.5]. Szukamy
takich w, dla ktérych 3.5 < X(w) < 4.5. Jedynym takim argumentem jest w = 3. Zatem
przeciwobraz to zbiér {3}. Niestety, zbioru {3} nie ma w naszej algebrze A! Nie potrafimy
odpowiedzie¢ na pytanie, z jakim prawdopodobienstwem zmienna przyjmuje wartosc 4.
Widzac powyzszy problem patologiczny, mozna by zadaé bardzo logiczne pytanie: , Czy to nie
oznacza, ze zbior zdarzen losowych A musi po prostu zawieraé absolutnie wszystkie moZliwe
podzbiory ), ZebySmy mieli spokdj?”.

0t6z nie! Ten formalny wymog wcale nie zmusza nas do powigkszania algebry A. Zmusza nas
do czego$ zupelnie innego: do dopasowania zmiennej losowej do dostepnej informacji
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(w zargonie matematycznym méwimy, ze zmienna losowa musi by¢ mierzalna wzgledem danej
o-algebry).

Wréémy do naszego patologicznego przyktadu. Zbior A = {{1},{2,3},0,Q} reprezentuje
sytuacje, w ktérej nasz przyrzad pomiarowy potrafi odrézni¢ wynik 1 od reszty, ale nie
potrafi rozrézni¢ 2 od 3 (wyniki te zawsze wystepuja jako nierozerwalny pakiet {2,3}).
Jezeli sprébujemy zdefiniowaé funkcje X, ktéra daje inny wynik dla 2 (np. X(2) = 3) i inny
dla 3 (np. X(3) = 4), to funkcja ta po prostu wymaga wiekszej precyzji, niz oferuje nasza
algebra. Dlatego nie jest zmienng losows.

Gdybysmy jednak zdefiniowali inna funkcje Y, np. reprezentujacag wygrang w grze, w ktorej
za wyrzucenie 1 dostajemy 100 zl, a za wyrzucenie 2 lub 3 ptacimy 50 zt kary:

Y(1) =100, Y(2)=-50, Y(3)=—50

To taka funkcja jest pelnoprawnag zmienng losowg w tej bardzo ubogiej algebrze!
Sprawdzmy: przeciwobraz wartosci —50 to zbiér {2, 3}, ktéry bezpiecznie lezy w naszym
A. Zmienna losowa musi po prostu ,szanowaé¢” ograniczenia informacyjne naszego zbioru
zdarzen i nie moze rozréznia¢ standéw, ktorych nasza algebra nie widzi.

Ta kluczowa wlasnosé przeciwobrazéw pozwala nam na zdefiniowanie fundamentalnego po-
jecia — dystrybuanty zmiennej losowej:

Fx(z) =P{weQ: —c0o<X(w)<z})=P(X <x)

Zapis P(X < z) to oczywiscie skrét myslowy. Oznacza on ,,prawdopodobienistwo tych wszystkich
zdarzen elementarnych w, dla ktérych wartosé zmiennej losowej X (w) jest mniejsza badz réwna
x”.

Jezeli dystrybuanta jest funkcja absolutnie ciagla (i tym samym rézniczkowalna prawie wsze-
dzie), pozwala ona latwo wyznaczy¢ tzw. gestosé prawdopodobieristwa, ktéra jest po prostu

jej pochodna:

_ de(x)

px(z) o

3.2 Rozklad dyskretny i cigglty

Jesli nasza zmienna losowa przyjmuje tylko pewien dyskretny ciag wartosci (np. x1,x2,23...),
to sytuacja staje sie bardzo prosta. Aby w pelni opisaé jej rozklad, wystarczy podaé ciag praw-
dopodobienstw:

pr = P(X = xy)

(Jeszcze raz przypominam: to zapis skrécony. Chodzi o prawdopodobienstwo tych wszystkich
zdarzen z Q, dla ktérych X przyjmuje konkretnie wartosé xy). Oczywiscie prawdopodobienstwa
te nie moga by¢ ujemne (p; > 0) i musza sumowac sie do jednosci: >, p; = 1.

W jezyku analizy matematycznej mozemy zapisaé gestosé takiego dyskretnego rozktadu przy
pomocy delty Diraca:

px(z) = ZP#S(&? — ;)

7 kolei dystrybuanta staje sie funkcja “schodkowa”, opisywana za pomoca funkcji skokowej
(thety) Heaviside’a (gdzie 6(z) = 0 dla < 0 oraz §(z) =1 dla x > 0):

Fx(z) =Y pif(z — ;)
i
Przyktad: Rzut kostka. Zmienna losowa to liczba wyrzuconych oczek (X € {1,2,3,4,5,6}).
Gesto$é rozkladu to szesé szpilek Diraca (kazda o wadze 1/6), a dystrybuanta to réwne schodki

pnace sie w goére co kazde oczko az do wartosci 1.
Kluczowe przyktady rozkladéw dyskretnych spotykane w fizyce:
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1. Rozklad dwumianowy: Mamy N niezaleznych préb. W kazdej prébie mamy tylko dwie
mozliwoéci (np. sukces/porazka, orzel/reszka) z prawdopodobienstwami odpowiednio p
oraz 1 — p. Zmienng losowa n jest taczna liczba odniesionych sukceséw (np. liczba wyrzu-
conych ortéw w N rzutach). Prawdopodobiefistwo wyrzucenia dokladnie n ortéw to:

Pn = (Z)p”(l —p)N "

)\TL
e AN

n!

2. Rozklad Poissona:
Pn =

Jest to model opisujacy prawdopodobienstwo wystapienia doktadnie n rzadkich zdarzen w
okreslonym czasie t (np. liczba rozpadéw promieniotwérczych w probee w ciagu sekundy).
Zakladamy, ze kolejne wystapienia sa od siebie niezalezne, a $rednia spodziewana liczba
zjawisk w tym czasie wynosi wlasnie A.

Zbiér wartoéci zmiennej losowej moze byé¢ réwniez ciagly — np. dzienny opad deszczu w
Rabce, polozenie czastki w pudle, czy predkosé¢ atomu w gazie.
Krélem wszystkich rozkladéw ciaglych jest oczywiscie Rozklad Gaussa (Normalny):

1 _(z-p)?

€T) = (& 202
p(z) T

Gdzie p to wartos¢ oczekiwana, a o to odchylenie standardowe determinujace szerokosé ,,dzwonu”.

T t f f t t T xr
pw—380u—20pn—0c K putop+20u+ 30

Rysunek 1: Gestosé ciaglego rozkladu normalnego (Gaussa). Zacieniowany obszar reprezentuje
prawdopodobienstwo znalezienia warto$ci w przedziale jednego odchylenia standardowego od
sredniej.

3.3 Momenty rozktadu

Aby scharakteryzowaé rozklad w sposob syntetyczny, wprowadzamy pojecie wartosci oczekiwa-
nej. Wartoscia oczekiwana funkcji f(X) zmiennej losowej X nazywamy liczbe:

(F@) = [~ fapla)ds

(Dla rozktadéw dyskretnych calka zamienia sie oczywiscie w sume).
W szczegblnoscei interesuja nas tzw. momenty rozktadu:

o (z) = [xp(x)dx — $rednia (wartos$¢ oczekiwana zmiennej), czyli pierwszy moment.
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o (2F) = [2Fp(x)dx — k-ty moment zwykty.
e ((x — (x))*) — k-ty moment centralny (mierzony wzgledem gredniej).

o {(x — (2))?) = (2?) — (x)? = 02 — wariancja, czyli drugi moment centralny. Opisuje, jak
bardzo wyniki rozrzucane sa wokél sredniej.

Istnieja rozklady patologiczne, np. rozklad Cauchy’ego (opisujacy m.in. ksztalt linii widmo-
wych), dla ktérego Srednia i wariancja sa matematycznie nieokreslone (calki sa rozbiezne), co
sprawia sporo probleméw nieostroznym badaczom.

Aby pokazaé, ze sama Srednia (wartos¢ oczekiwana) nie opisuje w pelni ludzkiego pojmo-
wania szansy, rozwazmy stynny paradoks, ktéry spedzal sen z powiek osiemnastowiecznym
matematykom.

Gramy przeciwko kasynu. Krupier rzuca moneta. Jesli wypadnie orzet — dostajemy 1 rubla, a
gra sie konczy. Jesli reszka — gramy dalej. Jesli orzel wypadnie w drugim rzucie — dostajemy
2 ruble i konczymy. W trzecim — 4 ruble, w czwartym — 8, i tak dalej. Ogdlnie: jesli pierwszy
orzet wypadnie w n-tym rzucie, nasza wygrana wynosi 2" ! rubli.

Zadajmy standardowe pytanie: jaka jest matematyczna warto$é¢ oczekiwana (Srednia) naszej
wygranej? Prawdopodobienstwo, ze wygramy w 1. rzucie to 1/2. Ze w drugim (ciag Reszka,
Orzel) to 1/4. W n-tym rzucie to 1/2".

Liczymy $rednia wygrana:

(wygrana) = <;-1>+(i-2)+'--—|—<21n-2”_1>+...

( > 1+1+1+
wygrana) = -+ -+ -+ -+ =
ygran 5 t5t3 o0

Wartos¢ oczekiwana naszej wygranej to nieskonczonosé! A teraz kluczowe pytanie z teorii gier:
Ile bytby$ w stanie zaptlaci¢ wpisowego, zeby wzigé¢ udzial w tej grze?

Naiwnie, z punktu widzenia matematyki, gra jest dla nas oplacalna (spodziewamy sie zysku),
o ile wpisowe jest mniejsze niz oczekiwana wygrana. Skoro oczekiwana wygrana jest nieskon-
czona, powinnismy zastawi¢ dom, sprzedaé¢ nerke i wzigé gigantyczny kredyt, byle tylko méc
zagraé. A jednak zaden rozsadny czlowiek nie zaplacitby za wejscie do tej gry wiecej niz 10,
moze 20 rubli.

Dlaczego? Pomocnicze pytanie: sg dwie gry. W jednej masz prawdopodobienstwo jedna miliar-
dowa na wygranie miliarda ztotych. W drugiej masz prawdopodobienistwo 1/2 na wygranie
2 ztotych. Wartoéé¢ oczekiwana jest ta sama: okoto 1 ztotego. W ktéra gre zagrasz chetniej?
Ludzie instynktownie odrzucaja nieskonczenie mate prawdopodobienstwa poteznych wygra-
nych, poniewaz szansa na odzyskanie wpisowego staje sie nierealna. (Pézniej doprowadzito to
do powstania pojecia ,uzytecznosci kraicowej” w ekonomii).

Znajomo$¢ tego mechanizmu to podstawa strategii d’Alemberta (martyngalu) w ru-
letce: stawiamy na czerwone. Przegrywamy? Podwajamy stawke. Przegrywamy znowu? Znéw
podwajamy. Teoretycznie, pierwsza wygrana pokryje nam wszystkie dotychczasowe straty z
nawiazka. Problem w tym, ze bardzo szybko docieramy do poteznych kwot (jak w Paradoksie
Petersburskim), a kasyna maja limity maksymalnego zakladu, co brutalnie weryfikuje naiwne
zastosowanie wartosci oczekiwanej w praktyce.
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3.4 Wielowymiarowe zmienne losowe

W fizyce rzadko mamy do czynienia z tylko jedna zmienna losowa. Czastka w gazie porusza
sie w trzech wymiarach, wiec jej predkosé to wektor losowy sktadajacy sie z trzech sktadowych.
Zalézmy wiec, ze mamy wiecej niz jedng zmienng losowa: X1, Xo, X3,...,X,,, okreslone na tej
samej przestrzeni zdarzen §2.

Ich taczna dystrybuante definiujemy jako:

FXl,,,Xn(xl,...,a?n) = P(X1 < xl,...,Xn < a:n)

Pamietajmy o interpretacji tego wyrazenia: jest to prawdopodobiefistwo czesci wspélnej (przecie-
cia) zdarzen. Innymi stowy, to prawdopodobienistwo, ze zmienna X przyjmie wartos¢ mniejsza
od z1, i jednoczesnie zmienna Xs bedzie mniejsza od zg, itd. W przypadku dyskretnym przy-
kladem moze byé¢ rzut dwiema kostkami: interesuje nas wynik na pierwszej (X;) i na drugiej
(X3). W przypadku ciagltym — np. laczny rozklad wysokosci meza i zony w losowo wybranych
malzenstwach w Polsce.

Analogicznie do przypadku jednowymiarowego, gesto$¢ prawdopodobienstwa to po prostu
wielokrotna pochodna mieszana dystrybuanty:

_ O"Fx(x1,...,7)
N Ox1...0xy,
Czesto znajac pelen rozklad, interesuje nas tylko jedna zmienna (np. predkosé tylko w osi z,

ignorujac reszte). Otrzymujemy wtedy tzw. rozklady marginalne (brzegowe), catkujac (lub
sumujac) po wszystkich pozostalych zmiennych, ktérych chcemy sie ,,pozbyé”:

p1(r1) = /OO p(z1, 22)dr:

—0o0

px(T1,. .., xy)

Momenty wielowymiarowe definiujemy analogicznie, liczac wielokrotne calki: (z1), (x2), czy
wreszcie momenty mieszane okreslajace korelacje, np. (z1x9).

Korzystajac z poznanego wczesniej pojecia niezaleznosci zdarzen losowych, mozemy zdefinio-
waé niezaleznos¢ zmiennych losowych. Mowimy, ze zmienne X; i X5 sg niezalezne, jezeli dla
dowolnych przedzialéw A, As C R ich przeciwobrazy sa zdarzeniami niezaleznymi. W praktyce
(w jezyku gestosci prawdopodobiefistwa) oznacza to, ze taczna gestosé faktoryzuje sie na iloczyn
gestosci brzegowych:

X1 i Xo sa niezalezne <= p(z1,x2) = p1(x1)p2(z2)

Dowdd jest natychmiastowy:

/Al d.’L‘l /,42 dl‘gp(l‘l,l'z) = P(A1 N Ag) = P(Al)P(AQ) = /Al dx1p1<1'1) /,42 dl‘gpg(l’g)

Dla zmiennych niezaleznych wartos¢ oczekiwana iloczynu jest iloczynem wartosci oczekiwanych:
(x129) = (x1)(m2) (poniewaz calka podwdjna sie po prostu rozbija na dwie niezalezne).

Korzystajac z poznanego wczesniej pojecia niezaleznoéci zdarzen losowych, mozemy zdefinio-
waé niezaleznos$é¢ zmiennych losowych. Z definicji méwimy, ze zmienne X7 i X5 sg niezalezne,
jezeli dla dowolnych przedzialow Ay, Ao C R prawdopodobienstwo tego, ze obie zmienne jedno-
czeénie trafig do swoich przedziatow, jest iloczynem prawdopodobienstw brzegowych:

P(X1 cAiNXsye€ Az) :P(Xl € Al) -P(XQ S Ag)

W praktyce (w jezyku gestosci prawdopodobienistwa) z definicji tej wynika niezwykle uzy-
teczna wlasnosé: taczna gestosé faktoryzuje sie na iloczyn gestosci brzegowych:

p(z1,22) = p1(w1)p2(w2)

Dowdéd tego faktu jest bardzo pouczajacy. Wychodzimy od definicji niezaleznosci (naszego
zalozenia) i zapisujemy obie strony réwnania za pomoca calek:
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e Lewa strona to z definicji catka z gestosci tacznej:

P(Xl € AiN Xy GAQ) =/ dacl/ dxgp(xl,mg)
Aq Ao
e Prawa strona to iloczyn dwéch catek z gestosci brzegowych:

P(X;€A;) - P(Xy€ Ag) = ( N pl(.%'l)d.%'1> (/AQ pQ(:):g)dwg)

7 wlasnoéci catek wielokrotnych wiemy, ze iloczyn dwéch niezaleznych catek mozemy swobodnie
zapisaC jako jedna calke podwdjng z iloczynu funkcji. Zréwnujgc zatem lews i prawa strone,

otrzymujemy:
/ d361/ dxo p(x1,22) :/ dCCl/ dzo (p1($1)ﬂ2($2))
Ay Aa Ay Az

Skoro ta réwnosé calek musi zachodzi¢ dla absolutnie kazdego, dowolnie wybranego ob-
szaru calkowania A; i Ao, to na mocy twierdzen analizy matematycznej same funkcje podcal-
kowe musza by¢ sobie réwne prawie wszedzie. Stad natychmiast wynika nasza teza: p(z1,z2) =
p1(w1)p2(z2).

Dla zmiennych niezaleznych wartos¢ oczekiwana iloczynu jest iloczynem wartosci oczekiwa-
nych: (x129) = (r1)(z2) (poniewaz calka podwdjna w wartosci oczekiwanej analogicznie rozbija
sie na dwie niezalezne).

3.5 Przyklad fizyczny: Rozklad Maxwella (1860) — oryginalne wyprowadze-
nie

To, co teraz zrobimy, to jedno z najpiekniejszych wyprowadzen w historii fizyki. James Clerk Ma-
xwell w 1860 roku postawit sobie za cel znalezienie rozktadu predkosdci w gazie nieoddziatujacych
ze soba czasteczek w réwnowadze termiczne;j.

Maxwell przyjat tylko dwa, niesamowicie naturalne zalozenia:

1. Niezalezno$¢ sktadowych: Predkosci w poszczegdlnych kierunkach kartezjanskich (vg, vy, vz)
sa wzajemnie niezaleznymi zmiennymi losowymi. Y.aczne prawdopodobienistwo to iloczyn
prawdopodobienstw sktadowych:

p(?}x,'l)y,'l)z) = f(vz)f(vy)f(vz)

2. Izotropia przestrzeni: W gazie w réwnowadze nie ma zadnego wyrdznionego kierunku.
Jesli obréocimy uktad wspétrzednych, rozktad nie powinien sie zmieni¢. Gesto$¢ musi zalezeé
wylacznie od modutu predkoéci (lub jej kwadratu v? = v2 + vi +v2), a nie od kierunku:

P(Vg, Uy, v;) = (v? + vf, + v?)

Zestawiajac oba zalozenia, dostajemy réownanie funkcyjne:

f(Ua:)f(vy)f(vz) = ‘11(11326 + 1{5 + ”§>

Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy czastka porusza si¢ tylko wzdtuz osi X, czyli v, = v, = 0.
Oznaczmy dla wygody f(0) = ¢. Mamy wtedy:

fug) c-c=T(W2+04+0) = f(vz) = ¥(v?)
Zatem f(vy) = ¥(v2)/c?. Wstawiajac to z powrotem do gléwnego réwnania, otrzymujemy:

i 2\ 1)2 I, 2
(Zm) <2y> (72)2) :‘I/(Ug—F’Uz—F’UE)

C C
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T ()W (02) T (v?) = ET(v? + vg + v?)

T Y z

Dla ulatwienia zapisu zmienmy zmienne: niech a = v2, 8 = vg, v = v2. Réwnanie przyjmuje

postac:
CU(Q)U(B)¥(7) = ¥ (a+ F+7)

Zrézniczkujmy teraz to wyrazenie stronami po zmiennej
SV () U(B)¥(y) = V' (a+ 5 +7)
Podzielmy to nowe réwnanie przez rownanie wyjsciowe:

V() W(a+B+7)
U(a) Y(a+p+7)

Zauwazmy, ze lewa strona zalezy tylko od «a, a prawa od sumy «, 3,~. Taka réwnos¢ dla dowol-
nych wartosci zmiennych moze zajsé tylko wtedy, gdy obie strony sa réwne stalej! Podstawmy
a=v=0

v(p) _ w'(0)

A o) const. = —\
Gdzie ujemny znak wybieramy przezornie, wiedzac, ze prawdopodobienistwo dla nieskoniczonych
predkoéci musi spadaé¢ do zera. OtrzymaliSmy proste réwnanie rézniczkowe: ‘%I’ = —\df, ktére
catkujemy:
In¥(f)=-A3+C = U(B)=Ae ™M
Stad:

A3
c
Ostatecznie nasza taczna gesto$é prawdopodobienstwa predkosci wynosi:

p(Ux, vy, Uz) _ Be—)\(vﬁ—kvgﬁ-vg)
Pozostaje nam jedynie wyznaczy¢ stala normalizacyjna B (calka po calej przestrzeni pedéw
musi wynosi¢ 1) oraz parametr fizyczny A. Wiemy z analizy, ze calka Gaussa to:

Oy 2 ™
/ ez dvy = 4/ =
oo A

. . 2\ 3/2
Co dla trzech wymiaréw daje B = (;) .
Parametr A mozemy powiaza¢ ze $rednig energia kinetyczna czasteczek. Obliczajac wartosé

oczekiwana kwadratu predkoéci (v?) (szczegdly na éwiczeniach), otrzymujemy:

m(v?)  3m

2 4\

Wybiegajac nieco w przéd do termodynamiki — z zasady ekwipartycji energii wiemy, ze $rednia
energia kinetyczna zalezy od temperatury 7'
m(v?) 3

= kT
2 2

Zestawiajac te dwa wzory, otrzymujemy ostatecznie parametr A = 5. W ten sposéb abstrak-
cyjna matematyka potaczyta si¢ z mikroskopowym ruchem gazu i makroskopowa temperatura.
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3.6 Funkcje zmiennych losowych

Czesto znamy rozklad zmiennej losowej X (o gestoéci px(x)), ale w eksperymencie mierzymy
wielkos$é Y, ktéra jest pewna jej funkcja: Y = f(X). Pytanie brzmi: jaka jest gesto$é prawdopo-
dobienistwa py (y) nowej zmiennej?

Mechanizm jest niezwykle elegancki i opiera sie na delcie Diraca. Obliczamy prawdopodo-
bienstwo, ze nowa zmienna przyjmie wartos¢ ze zbioru A:

P ed)= [ o)y = /f Ly Y@

Zamiast catkowaé¢ po skomplikowanym przeciwobrazie f~!(A), mozemy calkowaé po calej prze-
strzeni uzywajac dystrybucji Diraca jako matematycznego ,sita”, ktore wytapie tylko te wartosci
z, dla ktérych f(z) =y:

P e = [ dy [~ dupx(a)ily - fa)

Poréwnujac lewa i prawa strone, natychmiast odczytujemy wzér na nowa gestosé:

pvlv) = [ px(@)ély — fla))dz = (6~ 1))

—0o0
Ten potezny wzér mozna tatwo uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowych zmiennych loso-
wych X = (X1, Xo,...,X,) oraz wielowymiarowych funkcji Y = £(X):
pe(y) = [ dxpx(x)8(y — £(x)) = (5(y ~ £X)))x

Przykltad: Suma dwdéch niezaleznych zmiennych losowych

Mamy dwie rzutki, dwie kostki lub dwie czastki gazu. Mamy zmienne niezalezne X; i Xs o
zadanych rozkladach p1(z1) oraz pa(z2). Szukamy rozkladu gestosci ich sumy: Y = X; + Xo.

Uzywamy naszego wzoru z delta Diraca (pamietajac, ze dla zmiennych niezaleznych taczna
gestosé to iloczyn p1 - p2):

py (y) = (0(y — X1 — X2)) prxps = //diﬂldﬂfz O(y — x1 — x2)p1(x1)p2(x2)

Calkujemy po zmiennej xs. Delta Diraca ,wybiera” za nas warto$é¢ xo =y — x1:
jemy p | »WY Yy

) = | Z dz1 pr (1) pay — 21)

Whiosek jest fundamentalny: gesto$é prawdopodobiefistwa sumy niezaleznych zmiennych loso-
wych jest splotem ich indywidualnych gestosci. To wlasdnie ten fakt lezy u podstaw stynnego
Centralnego Twierdzenia Granicznego.

4 Zdarzenia przypadkowe i ruchy Browna

4.1 Kropla mleka i sita zyciowa

Na wykladzie mieliémy okazje spojrze¢ przez mikroskop na krople mleka rozcienczona w wo-
dzie. Drobne kuleczki tluszczu zawieszone w plynie nieustannie, chaotycznie przemieszczaly sie
we wszystkich kierunkach. Ten nieustanny taniec mikroskopijnych czastek to wlasnie ruchy
Browna. Zjawisko to bylo odkryte w 1827 roku przez szkockiego botanika Roberta Browna,
ktéry badat pod mikroskopem mate czastki pytku kwiatowego zawieszone w wodzie. Poniewaz
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pytek to element rozrodczy roslin, Brown sadzil, Zze ten nieustanny ruch to przejaw mitycznej
,sily zyciowej” (vis vitalis) — legendarnego tchnienia, ktére mialo odrézniaé¢ materie ozywiona od
nieozywionej. Brown przeprowadzil z pytkiem imponujacg liczbe eksperymentéw. Zauwazyl, ze
ruchy te staja sie szybsze wraz ze wzrostem temperatury ptynu. Co wiecej, pokazal, Zze ten ruch
nigdy nie ustaje — probki zamkniete w szafie nawet na kilka lat po wyjeciu wciaz wykazywaly
te sama, nieprzerwana aktywnosc.

Prawdziwe zrozumienie tego zjawiska przyszlo dopiero na poczatku XX wieku (w latach
1905-1906), gléwnie za sprawa prac Alberta Einsteina oraz Mariana Smoluchowskiego. Udo-
wodnili oni, ze ruchy Browna sg efektem wynikajacym bezposrednio z faktu, ze woda sklada
sie z niewidzialnych atoméw. Niezliczone miliardy malerikich czasteczek wody nieustannie i ze
wszystkich stron zderzaja sie z duza, zawieszona w niej czastka pytku.

W tym miejscu pojawia sie jednak bardzo naturalne pytanie: skoro czastka pytku jest bom-
bardowana ze wszystkich stron przez miliardy czasteczek wody, to czy Srednio rzecz biorac nie
uderza w nig tyle samo czasteczek z lewej, co z prawej strony? Dlaczego wiec czastka w ogole
sie przemieszcza, a nie stol w miejscu, wibrujac jedynie wokoét srodka?

Marian Smoluchowski odpierat on te zarzuty, poréwnujac ruch czastki Browna do grajacego
w kasynie hazardzisty:

LJest to taki sam blgd rozumowania, jak gdyby czltowiek uprawiajgcy gre hazardowq
(np. rzucanie kostki) sqdzil, ze nigdy wiekszej straty ani tez wiekszego zysku mieé nie
bedzie, niz wynosi stawka na jeden rzut. Wiemy dobrze, Ze szczescie i nieszczescie
zwykle niezupelnie sie réwnowazq; zZe im dluzej gra trwa, tym wieksza jest przecietna
suma albo wygrana, albo stracona”.

Zalézmy, ze w kazdej rundzie rzucamy moneta: jesli wypadnie orzel, gracz zyskuje 1 jed-
nostke kapitatu (+1 z p = 1/2), a jedli reszka — traci 1 jednostke (—1 z p = 1/2). Srednio rzecz
biorac, wygrana z takiej gry to zero. Ale jesli spojrzymy na rozklad kapitalu w czasie, zobaczymy,
ze im dtuzej nasz hazardzista gra, tym bardziej jego kapital odchyla sie od wartoséci poczatkowe;j.
Kwadrat odchylenia stanu konta naszego gracza od stanu poczatkowego (N; — Ng)? rognie pro-
porcjonalnie do liczby rozegranych partii n. Oznacza to, ze typowe odchylenie od éredniej (czyli
statystyczna nadwyzka wygranych nad przegranymi) rosnie jak pierwiastek z liczby préb: y/n.

Aby przenie$¢ te hazardowa analogie na grunt fizyki, musimy dokonaé prostego tlumaczenia
pojeé. Rola ,rzutu moneta” przypada pojedynczym uderzeniom niewidzialnych molekut cieczy, a
»kapitalem” gracza staje si¢ aktualne polozenie czastki pytku wzgledem punktu startu. Uderzenie
z jednej strony to nasza wygrana, uderzenie z przeciwnej — strata. Zgodnie z prawami statystyki,
nawet przy idealnej symetrii, z upltywem czasu czastka bedzie doswiadczaé¢ coraz wiekszych
fluktuacji. Oznacza to, ze co rusz pojawiaé sie beda statystyczne nadwyzki uderzen z jednego
kierunku, ktére zaczng chaotycznie przesuwaé pylek w przestrzeni.

Sprawdzmy, czy te statystyczne nadwyzki maja w ogodle znaczenie w skali fizycznej. Ziarenko
zawiesiny jest uderzane przez molekuly cieczy $rednio n = 10%° razy w ciaggu zaledwie jednej
sekundy. Zgodnie z regula opisana wyzej, przecietna nadwyzka uderzen z jednej strony nad
druga wyniesie w tym czasie pierwiastek z tej gigantycznej liczby zderzen, czyli okolo v1020 =
10'0 (dziesie¢ miliardéw)! Nawet jezeli ped przekazany przez pojedyncza molekute jest znikomo
maly, to sumaryczny efekt dziesieciu miliardéw ,nadmiarowych” uderzen z jednego kierunku
jest wystarczajaco potezny, by popychaé czastke pytku w widoczny pod mikroskopem sposéb.

4.2 Matematyczny model bladzenia przypadkowego w 1D

Zbudujmy prosty, jednowymiarowy model tego zjawiska. Rozwazmy czastke na osi x, ktéra w
chwili ¢ = 0 startuje z punktu z = 0.
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Wprowadzamy trzy proste zaltozenia:

1. Kazda czastka w pojedynczym kroku czasowym dt wykonuje skok w prawo lub w lewo o
ustalong odleglosé §z. Dokladne wartosci §t oraz dz zaleza od fizycznych wtasnosci cieczy:
jej lepkosci, temperatury i rozmiaru samej czastki.

2. Prawdopodobienstwo skoku w lewo lub w prawo jest réwne i wynosi 1/2. Co kluczowe,
kierunek skoku nie zalezy od tego, co dzialto sie wczesniej — brakuje tu jakiejkolwiek
pamieci, a kolejne kroki sa zdarzeniami w pelni niezaleznymi.

3. Rozne czastki w cieczy przemieszczaja sie niezaleznie od siebie.

Jakie sa konsekwencje takiego modelu dla ruchu po n krokach czasowych? Potozenie po
n-tym kroku opisuje réwnanie:

X(n)=X(n-1)+AX
gdzie zmienna losowa (skok) AX przyjmuje warto$¢ +0x z p = 1/2 oraz —dz réwniez z p = 1/2.

1. Srednie przesuniecie

Wyéredniujmy nasze réwnanie stronami:

Poniewaz (AX) = 0, otrzymujemy:
(X(n)) =(X(n—-1)) =(X(n—=2)) =---=(X(0)) =0

Zgodnie z przewidywaniami, §rednie przesuniecie czastki jest rowne 0. Gdybyémy zamiast jednej
czastki wypuszczali caly ich gromade z x = 0 i przyjecli zalozenie ze ich ruchy wzajemnie na
siebie nie wplywaja, to powyszy wynik oznaczalby, ze cho¢ to skupisko czastek z uptywem czasu
rozmywa sie¢ na boki, Srodek paczki caly czas pozostaje w punkcie x = 0.

czastki
skupione w x =0

Gestosé czastek

rozmycie

-
———————

2. Srednie przesuniecie kwadratowe

Podniesmy réwnanie ruchu do kwadratu:

X n)=(X(n—1)+AX)>=X?(n—1)+2AX - X(n —1) + (AX)?

19



i znéw wysredniujmy stronami:
(X2(n)) = (X*(n — 1)) + 2(AX - X(n — 1)) + ((AX)?)

W tym miejscu korzystamy z zalozenia o braku pamieci. Skoro kierunek nowego skoku AX jest
niezalezny od przeszlego potozenia X (n — 1), to warto$¢ oczekiwana ich iloczynu jest iloczynem
wartosci oczekiwanych. A skoro (AX) = 0, to caly czlon mieszany znika:

20AX - X(n—1))=2-(AX) - (X(n—1))=0

Wartoéé oczekiwana kwadratu pojedynczego skoku wynosi natomiast ((AX)?) = (6z)2. Zostaje
nam prosta rekurencja:
(X2(n)) = (X*(n — 1)) + (62)°

Zwijajac to réwnanie dla n krokéw az do zera (zakladajac (X2(0)) = 0), dostajemy:
(X?(n)) = n(0z)*

Ostatni krok to zamiana liczby krokéw n na fizyczny czas. Skoro kazdy krok trwa dt, to
catkowity czas t = ndt, skad n = t/0t. Podstawiajac to do réwnania:

(62)?
(X3(1)) = [ = ] :

Dla wygody wprowadzamy w tym miejscu wielko$¢ zwang stata dyfuzji D, zdefiniowang

jako D = ((;22. W ten sposdb otrzymujemy najwazniejszy wzér na dyfuzje w jednym wymiarze:
(z%) = 2Dt

W przypadku przestrzeni tréjwymiarowej wariancje z trzech wzajemnie niezaleznych osi po
prostu si¢ dodaja, co daje wynik 3 razy wiekszy:

(r?) = (&%) + (y*) + (%) = 6Dt

4.3 Czy dyfuzja jest efektywna?

Aby okredli¢ rozmiar ,,rozmywania” si¢ paczki czastek po uptywie zadanego czasu, patrzymy na
odchylenie standardowe potozenia, bedace pierwiastkiem z wariancji:

(x%y = V2Dt

Sprawdzmy teraz, jak ten statystyczny mechanizm transportu radzi sobie w réznych rzedach
wielkosci, przyjmujac warto$é statej dyfuzji dla matych czasteczek w wodzie w temperaturze
pokojowej wynoszaca D ~ 1075 ¢cm?/s. Z przeksztalcenia wzoru wiemy, ze czas dyfuzji to mniej
wiecej t ~ x2/2D.

+ Skala mikro (wymiary bakterii): Dla odleglosci rzedu = = 1074 cm, czas wynosi
t =~ (107)2/(2-107%) ~ 5 - 10~* 5. Zaledwie 0.5 milisekundy! W mikroskopijnym $wiecie
pojedynczych komérek transport dyfuzyjny jest niesamowicie efektywny.

e Skala probéwki chemicznej: Jesli chcemy, aby nasza substancja przebyla x = 1 cm,
czas wzrasta lawinowo do t ~ 12/(2-107°) = 50000 sekund. To oznacza az ~ 14 godzin.
Dyfuzja w tej skali staje sie procesem niezwykle mato efektywnym.

o Skala makroskopowa (pokdj): Powszechnie uwaza sie, ze zapachy w pokoju rozchodza
sie dzieki mechanizmowi dyfuzji. Policzmy to! Dla dystansu 5 m (500 cm), dyfuzja wylicza
nam czas na przebycie tego dystansu réwny dobrym kilku miesigcom. W rzeczywistosci,
jezeli po chwili czujemy na drugim konicu pokoju zapach perfum, nie jest to absolutnie za-
stuga powolnej i lepej dyfuzji, lecz mechanizmu konwekcji — makroskopowych, fizycznych
pradéw mieszajacych powietrze w pomieszczeniu.
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