Zadania z Algebry I
Seria 1. 27.10.18

1. Rozwigza¢ rownania kwadratowe w ciele C':
(3+1)22+(3—2i)2+(3—i) =0; 22+(2+49)2+2-2i =0; 22-52+7+i=0; (14+i)22+(2+3i)z+4—i = 0;
2. Sprawdzié, ze z = 1 jest rozwigzaniem réwnania 23 — 9z + 8 = 0 i wykorzystaé to do znalezienia pozostalych

rozwigzan tego rownania.

3. Sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej wyrazenia:
14 cosa+isina; 1 — a? + 2ia, gdzie a = tga.

4. Niech w = €®7/%, Sprawdzié, ze z = w + % spelnia réwnanie 22 + z = 1. Jakie réwnanie spelnia w?

5. Niech j, j2 oznaczajg rézne od 1 pierwiastki réwnania z* = 1 i niech w ma znaczenie z poprzedniego zadania.
Wykazaé, ze:
A+52) =5 Q—j+)0+w—w?) =4 (1-j)(1-;3)1-;1-j%) =09

6. Niech w = €'2™/" i niech k bedzie liczbg naturalng niepodzielng przez n. Wykazaé, ze:
14wk +w? + .. +w Dk =,

0 n=2p
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1—w'+w (=D w { 1+2wk n=2+1

7. Dowiesé, ze:
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8. Znalezé liczby zespolone z spelniajgce réwnanie 26 + 2%z + 22 = 0

2=1) = 0}.

9. Podaé interpretacje geometryczng i naszkicowaé zbiér: {z € C' : Re(

10. Wyznaczy¢ i naszkicowac:
(a) obraz potptaszczyzny {z € C : Im(z) > 1} w odwzorowaniu f(z) := 3;‘_; ;
(b) przeciwobraz {z € C' : 0 < arg(z) < 7/4} w odwzorowaniu f(z) := £,
(c) obraz pélplaszczyzny {z € C' : Re(z) > 0} w odwzorowaniu f(z) :=

z—3
z+4

11. Sprawdzié, ze [[,__, (ufF —zu=™) =T[}__, (u**—2) =1-2*"*1dlan € N, u := e7»+7T oraz z € C. Zastosowaé
kr 1
tozsamosé do wyprowadzenia wzoru: [[)_, cos 577 g1 — 3= dlan €N

12. Dowie$é, ze Jesh u=e, to [Tz 1(1 —u*) = n. Korzystajac z tego wyprowadzié¢ (dla m,n € N) nastepujace

k:‘n' _ kmr _ v/m m . kr  _ V/2m+41
wzory: Hk 1 8in = = Sty szl sin 57 = 5577 [[4—q sin T = T

13. Dowiesé, ze:

ﬁz—)\e” Z2" = A",

2mi

gdzie € jest n-tym pierwiastkiem z jednosci, e = e™n .

14. Rozwigza¢ réwnania:
(14922 +(2+3i)z+4—i=0, 22 +622+25=0, 22-122+61 =0,
22— 15|z| +54 =0, 2* +2iz2 =0, 224+ 624+2=0, 25+322-32—-1=0, 2°—92—-9=0.



. Wykazaé, ze:

. T . Sl . 5l _ . 7l . gl _ l . . . ’ _ . . Pa .
sin g5 — sin 55 + sin 35 — sin 53 + sin 55 = 5 (wsk: suma pierwiastkéw 11-tego stopnia z 1 jest réwna 0);

Sop__, coskep = sin(n+4)e (dla sin £ # 0);

16.
17.
18.
19.

sin(9/2)

> oheo ( Z ) cos(2k + 1) = 2™ cos™ pcos(n + 1)¢p.

Dla liczby naturalnej n i ¢ € R obliczy¢ Y_)'_, 2 cos(kep).

Dla ustalonej liczby naturalnej n, znalezé wszystkie zespolone rozwigzania réwnania: 1+ x4+ 22 +---+2" = 0.

Wykazaé, ze jesli z + % =2cos p, to 2" + L

Obliczy¢ cos

jus

5

n

= 2 cosnep.



