
Zadania domowe z Algebry I
Seria 3.

1. Sprawdzi¢, »e zbiórG wraz z danym dziaªaniem tworzy grup¦, wskaza¢ jej element
neutralny oraz znale¹¢ jawny wzór na odwrotno±¢ elementu grupy:

(a) G := Z z dziaªaniem m� n := m+ (−1)mn,
(b) G := wszystkie funkcje postaci f(x) := ax+ b, a > 0, b ∈ R, ze skªadaniem odwzorowa«,

(c) G := [0, a[, a ∈ R+ z dziaªaniem x+
a
y :=

{
x+ y gdy x+ y < a;

x+ y − a gdy x+ y ≥ a.

2. Napisa¢ tabelk¦ dziaªania dla grupy symetrii D3 trójk¡ta równobocznego. Wyp-
isa¢ wszystkie podgrupy tej grupy. Czy jest to grupa przemienna?

3. Niech a ∗ b = a+b
2
, a, b ∈ Q. Sprawdzi¢, czy dziaªanie jest ª¡czne i czy ma el.

neutralny.

4. Niech a� b = 5(log5 a)(log5 b), a, b ∈ R. Sprawdzi¢, czy dziaªanie jest przemienne i
ª¡czne i czy ma el. neutralny.

5. Dziaªanie na zbiorze R jest okre±lone wzorem a ◦ b = ka + lb +m, gdzie k, l,m
s¡ ustalonymi liczbami rzeczywistymi. Jakie warunki musz¡ speªnia¢ k, l,m by
dziaªanie ◦ byªo: a) przemienne, b) ª¡czne, c) miaªo element neutralny?

6. Sprawdzi¢, czy dana para jest grup¡: (R, ·), (]0, 1], ·), ({1,−1, i,−i}), ({a +
b
√
5, a, b ∈ R}, ·).

7. Niech dla i = 1, 2, 3, 4 funkcje fi : R \ 0 → R \ 0 b¦d¡ okre±lone wzorami:
f1(x) = x, f2(x) = −x, f3(x) = 1

x
, f4(x) = − 1

x
. Sprawdzi¢, »e skªadanie

funkcji jest dziaªaniem w zbiorze G = {f1, f2, f3, f4}. Czy para (G, ◦) jest grup¡?

8. Niech macierze 1, i, j, k bed¡ okre±lone nast¦puj¡co: 1 =

[
1 0
0 1

]
, i =

[
i 0
0 −i

]
,

j =

[
0 1
−1 0

]
, k =

[
0 i
i 0

]
, Zbudowa¢ tabelk¦ w zbiorze: Q8 = {±1,±i,±j,±k}

i sprawdzi¢, czy para (Q8, ·) jest grup¡.

9. Niech

f :=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 4 5 8 7 6 3 1 9

)
, g :=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
9 2 6 4 3 5 1 7 8

)
,

h :=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8 9 1 2

)
.

Przedstawi¢ permutacje f, f−1, gf, hf, hg, fhf−1, f−1gh, h−1g−1f−1 jako iloczyny
rozªacznych cykli.

10. Znale¹¢ permutacje ρ, σ ∈ S10 takie, »e σ ◦ σ = id, ρ ◦ ρ = id, oraz

σ ◦ ρ :=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10 4 5 7 8 9 2 6 3 1

)



11. Wykaza¢, »e σ : 20
√
1→ 20

√
1, dane wzorem σ(z) := iz3, jest permutacj¡. Obliczy¢

jej znak.

12. Funkcja f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3} okre±lona jest wzorem: f(x) = 3
2
x2 − 11

2
x + 6.

Czy f ∈ S3? Jaki jest jej znak?

13. Sprawdzi¢, »e wzór σ(x) := 3x−25E
(
x−1
8

)
okre±la permutacj¦ zbioru X = 0, 25.

Znale¹¢ rozkªady σ oraz σ4 na cykle rozª¡czne; obliczy¢ znak i rz¡d permutacji
σ. (E(x) oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ x).

14. Sprawdzi¢, »e cykl dªugo±ci n jest permutacj¡ parzyst¡ wtedy i tylko wtedy, gdy
n jest liczb¡ nieparzyst¡.

15. Znale¹¢ znak permutacji σ, rozkªad σ na rozª¡czne cykle oraz obliczy¢ σ24 :=
σ ◦ . . . ◦ σ je»eli:

σ :=

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 8 9 1 3 10 4 2 7 11 6

)

16. Ile jest permutacji σ : 1, 10→ 1, 10 speªniaj¡cych warunek:
∀k ∈ 1, 10 : |σ(k)− k| ≤ 1?

17. Niech n ≥ 2. Dowie±¢, »e dla ka»dego podzbioru K ⊂ 1, n− 1 istnieje dokªadnie
jedna permutacja σK ∈ Sn, speªniaj¡ca dwa warunki:
∀k ∈ K : σK(k) = k + 1, ∀j ∈ 1, n \K : σK(j) ≤ j.

18. Kwadrat podzielony zostaª na n × n kwadratowych pól. Jaki znak ma permu-
tacja σ zbioru tych pól odpowiadaj¡ca a) obrotowi kwadratu o k¡t 90o; b) odbi-
ciu kwadratu wzgl¦dem jego osi symetrii równolegªej do pary boków; c) odbiciu
kwadratu wzgl¦dem jednej z jego dwóch przek¡tnych?

19. Czy cykle: γ = (1 2 6 5) i δ = (2 3 5 4) generuj¡ grup¦ S6?

20. Obliczy¢ liczb¦ inwersji oraz znak permutacji je±li:

(a) σ :=

(
1 2 3 4 5 . . . 2m− 2 2m− 1 2m

m+ 1 1 m+ 2 2 m+ 3 . . . m− 1 2m

)

(b) σ :=

(
1 2 . . . m m+ 1 m+ 2 . . . 2m 2m+ 1 2m+ 2 . . . 3m
3 6 . . . 3m 1 4 . . . 3m− 2 2 5 . . . 3m− 1

)
21. Znajd¹ najwi¦kszy wspólny dzielnik wielomianów

(a) 2 + 4x+ 5x2 + 4x3 + 2x4 + x5 i x6 + x5 + 4x4 + 3x3 + 5x2 + 2x+ 2

(b) x3 − x−
√
2 i x4 + 1

22. Rozªó» na uªamki proste nast¦puj¡ce uªamki wªa±ciwe

1

x3 + x5
,

1

x4 + 1
,

1

x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)


