Dynamiczna seria zadan, Analiza IV

Zadanie 1. Znalez¢ funckcje harmoniczna wewnatrz okregu jednostkowego taka, ze uly,—1 =
f(9), gdzie \
a) f(¢) = cos’(¢)  b) f(¢) = sin’(¢) + cos®(9).

Zadanie 2. Znalez¢ rozwiazanie réwnania Poissona
Au = —z?y?
jesli na brzegu u|,—1 = cos(2¢).

Zadanie 3. Znalez¢ stacjonarny rozklad temperatury u(r, ¢) wewnatrz nieskonczonego walca

kotowego o promieniu R jesli na brzegu rozklad temperatury dany jest wzorem
pdlad<o<m

u(R,¢) = _

2r —¢ dlam < ¢ < 2m

Zadanie 4. Niech dlan=1,2,3...,

T (x) cos(n arc cos(x)).

- 2n—1
Wykazaé, ze T, jest wielomianem stopnia n, ktéry ma doktadnie n pierwisatkéw na przedziate
] —1,1] oraz

(1 — 2T (z) — 2T, (z) + n*Ty(z) = 0.
Uwaga: T}, nazywamy n-tym wielomianem Czybyszewa.
Zadanie 5. Niech dlan=1,2,3...,
(71)71 d" 2\n
gl )
Wykazaé, ze P, jest wielomianem stopnia n ktéry na odcinku | — 1, 1[ ma doktadnie n pier-
wiastkow rzeczewistych oraz

(1 —x?)P! — 22P! (x) 4+ n(n + 1)P,(z) = 0.

Roéwnanie rézniczkowe dowodzi sie rézniczkujac (n + 1) razy tozsamosé

P, (x) =

d

2 2 n 2 n
—1)—(z*—-1)"=2 — 1"
(o ~ 1) (@~ 1)" = 2ma(a? 1)
Uwaga: P, nazywamy n-tym wielomianem Legendre’a.

Zadanie 6. Rozwiazaé, réwnanie rézniczkowe (14z2)y” — 2y’ +2y = 0 szukajac rozwigzania
w postaci szeregu trygonoemtrycznego. Nastepnie rozwiagzac to réwnanie zgadujac rozwiazania
y1 W postaci wielomianu oraz szukajac drugiego rozwigzania metoda Liouvilla.

Zadanie 7. Rozpatrzmy rownanie

(1—a®)y" —zy' +a’y =0
szukajac rozwiazania w postaci szeregu potegowego. Wykazaé, ze promien zbieznosci odpo-
wiednich szeregéw jest réwny oco. Wykazaé, ze rozwiazanie takie, ze y1(0) = 1, ¢41(0) = 0
jest réwne y(x) = cos(a arc cos(z)). Podobnie, rozwiazanie takie, ze y1(0) = 0, y1(0) = 1 jest
réwne y(z) = sin(a arc cos(x)).

Zadanie 8. Sprowadzi¢, do postaci kanonicznej rownania:
1



o duyy — dgy — 2uy, + uy + uy = 0; odp: uge — Uy +uce +uy =0; =35, n =735+,
(=—-3-y+z

® Upy + 2Ugy + 2Uyy + 2y, + 2uyp + 2uz, + 3uy = 05 odp: uge + Uy + uee + Urr = 0,
E=z,n=y—2,(=—x—y+217=20—-2y+z2+1t;

Zadanie 9. Wykazaé, ze wielomiany Czybyszewa T,, (patrz zadanie 1) stanowia uktad orto-
normalny w przestrzeni L?([—1,1]; (1 — a?Q)%) gdzie iloczyn skalarny zdefiniowany jest wzorem

(flg) = /11 flx)g(z)(1 - 332)%

Znalezé ||T,||>. Wykazaé, ze z doktadno$cia do normalizacji wielomiany 7T}, sa wynikiem or-
togonalizacji Gramma - Schmidta uktadu {1, z, 2% 23,...}.
Zadanie 10. Obliczyé
oo
min/ 2% — a — bx — ca?|?e %d.
a,b,c Jo
Znalez¢
o0
max/ 3g(x)e % de
0

gdzie [5°|g(z) e %dz =1, [° 2Fg(x)e ®dz =0 dla k =0,1,2.

Zadanie 11. Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wykazaé, ze

P(A) < P(B) jesli A C B.

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

P(Up=1 Ar) = 323 P(Ai) = Yij PIAINA))+305 < P(ANA;NAR)+. . +(=1)" 1 P(AiN
NAR)

P(Uk=1 Ak) < 225 P(A))

Uwaga: Rozwiazanie mozna znalezé¢ w ksiazce P. Billingsey ” Miara i prawdopodobienistwo” w
rozdziale 1I.

Zadanie 12. Przestrzen probabilistyczna (€2, F, P) jest bezatomowa, jesli z P(A) > 0 wynika,
iz istnieje B t.ze 0 < P(B) < P(A). Dowiesé¢ ,ze dla miary bezatomowej P warunki P(A) > 0
i € > 0 implikuja istnienie B t.ze P(B) < e.

Zadanie 13. Wykazaé, korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej ze,

dla dowolnej ciaglej i ograniczonej funkcji f : [0, co[— R mamy lim,_q [5° 52]12)2 dx = 5 f(0).

Zadanie 14. Zbadaé ciaglosé funkeji okreslonej wzorem F'(a) = faHa 1+I%+a2 dz, a > 0.

Zadanie 15. Wykazaé, ze lim,, fol - f;;%dm = 0 (skorzystaé z twierdzenia Lebesgue’a o

zbiezno$ci zmajoryzowanej).

Zadanie 16. Niech (92, F, i) bedzie przestrzenia probabilistyczna (i jest miara na o-algebrze
F oraz u() = 1). Niech f,, bedzie ciagiem ograniczonych funkcji mierzalych na €2, zbieznym
jednostajnie do f. Wykazaé, ze lim,, o0 [, fn(2)dp(x) = [ f(z)du(z).

Zadanie 17. Niech (£, F, u) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Wykazaé, ze:

a) |Ifll < ||fl]2 dla wszystkich funkcji mierzalnych dodatnich.
b) [o fdu o 9dp > 1 gdzie f i g sa dodatnimi funkcjami mierzalnymi takimi, ze fg > 1.
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W dowodzie punktu b) korzystamy z nieréwnosci Schwarza pierwiastkujac i catkujac nieréw-
nos¢ fg > 1.

Zadanie 18. Obliczy¢ [;° 2"e™* rézniczkujac calke z parametrem [5° e~ dx ze wzgledu na
parametr t. Uzasadni¢, korzystajac z Twierdzenia Lebesguea o rézniczkowaniu pod znakiem
calki.

Zadanie 19. Wykazaé, ze [;° cos(tx)e*w2/2dx = ge*ﬁ/Q rézniczkujac catke ze wzgledu na
parametr t. Uzasadnié¢, korzystajac z Twierdzenia Lebesguea o rézniczkowaniu pod znakiem
catki.

Zadanie 20. Metoda rozniczkowania po parametrze obliczy¢ calki.

o0 dx
* Jo @y
oo arctgazdz
0 z(14=x2b2)
) fol 2% tog"(x)dx, a > 1.
0 log(a2+x2)d$ _ wlog(]al+]b])
0 b2 22 - 0]

2 2 , o e .
o [;7 e cos(2bx)dx = %\/%e*b /@ a > 0 - wskazéwka: zaminiajac zmienne sprowa-

dzi¢ do calki z jednym parametrem a nastepnie utozy¢ i rozwigzaé rownanie réznicz-
kowe spelniane przez te funkcje.

Uzasadnié, korzystajac z Twierdzenia Lebesguea o rézniczkowaniu pod znakiem caltki.
Zadanie 21. Metoda Frobieniusa, znalez¢ rozwigzania ogélne réwnania rézniczkowego:
222y" —xy/ + (1 + x)y = 0.
Zadanie 22. Metoda Frobieniusa, znalezé¢ rozwigzania ogdlne réwnania rézniczkowego:
22y —axy + (1 —2)y =0.
Zadanie 23. Obliczy¢ transformaty Fouriera nastepujacych funkcji:
o flx)=eV
o f(2) = gy
o f(x) = 0(x)e”sin(b)x gdzie O jest funkcja charkterystyczna odcinka [0, 00| oraz
a>0ibeR.
o f(z) = X[-a,4] - funkcja charakterystyczna zbioru [—A, A].
o f(@) ==
o f(x)= chosh@ gdzie a > 0.

Zadanie 24. Obliczy¢ transformaty Fouriera nastepujacych dystrybucji temperowanych:
(l’) _ x4’ ratl
T 2242242
e f(z) =sin(ax)
__ sin(ax)
o flx)=tnien)
(

Zadanie 25. Znalezé¢ wszystkie rozwigzania 2 - wymiarowego réwnania falowego

0*u = 0%u + agu
postaci u(z,y) = R(p)®(p) takie, ze R(1) = 0 (p,¢ sa wspdlrzednymi biegunowymi na
plaszczyZnie). Rozwiazanie i interpretacje fizyczna mozna znalezé na stronie
http://en.wikipedia.org/wiki/Vibrations_of_a_circular_membrane
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Zadanie 26. Zdefiniujmy wielomiany P, (z) = (2%112;(1 —2) 2 (1+2)7207 (1 —2)" 2 (1 +2)" 2.
Wykazaé, ze

(1 — 2292 — 620, +n(n +5))Py(z) =0
oraz, ze rodzina { P, }°°, jest ortogonalna w L2([—1,1], (1 — z)?(1 +z)?). Rozwiazanie mozna
znalez¢ pod adresem http://www.fuw.edu.pl/ derezins/mmf-iii.pdf w rozdziale doty-
czacym wielomianéw Jacobiego.

Zadanie 27. Znalezé¢ ogdlne rozwigzanie réwnania
0u ou
13— =
0xdy ox

eCE‘




