Seria Zadan nr.2 z Geometrii R6zniczkowej

Zadanie 1. Znalez¢ rownanie 2-wymiarowej powierzchni M C R? takiej, ze
plaszczyzna styczna w punkcie p € M zawiera punkty: (z(p),0,0), (0,y(p),0)
i(0,0,z(p)) i dla kazdego punktu p spelnione jest rownanie

z(p)? +y(p)? + 2(p)?* = a® = const.

Zadanie 2. Znalez¢ najmniejsza i najwicksza wartosé funkeji f(z) = z1ze+
w374 na zbiorze S = {x € R*: lexf =1, 1 +x2 =2(x3+ 24)}.

Zadanie 3. Wstega Mdobiusa: na zbiorze X = [0, 1]x] — 1, 1[ wprowadzamy
relacje rownowaznosci (0,t) ~ (1,—t). Wstega Mobius nazywamy zbior
MB = X/ ~. Zdefiniujmy atlas ztozony z dwoch map:

d qsl_l ]Ovl[x]_l’l[_> MB : ¢1(ﬂ’j,t) = (fL‘,t)

o ¢ ] —1/4,1/4][x] — 1,1[= MB  ¢1(2,t) = (z,t) dla z > 0 oraz
$1(x,t) = (1+x,—t)dlaz <0

a) Udowodnié¢, ze MB z atlasem {¢1, 92} jest rozmaitoscia rézniczkowa.

b) Wykazaé, ze wigzka styczna T MB nie jest izomorficzna z MB xR2.
Wskazéwka: Niech X bedzie polem wektorowym na MB. We wspoétrzed-
nych ¢; ma ono posta¢ X = A(z,t)0, + B(x,t)0;. Wykazac, ze

lim B(z,0) = — lim1 B(z,0).
z—

z—0

Wywnioskowaé stad, ze dla kazdej pary pol wektorowych X, X9 na
MB istnieje punkt p € MB, taki ze X1(p) i X2(p) sa liniowo zalezne.

Zadanie 4. Niech
1 0 0 0
Y= v 9 2 .29\
e (z:pax+2yay+(:n +y )8z>

Bedzie polem wektorowym na R3\ {(0,0,0)}. Sprawdzi¢, ze X jest styczne do
jednostkowej sfery dwuwymiarowej S2. Wyznaczy¢ krzywe calkowe pola X
na sferze. Zapisa¢ pole X we wspoétrzednych sferycznych i stereograficznych.

Zadanie 5. Rozwazmy polem wektorowe X na R?:

0 0

7= (x—y)=— —.

(@ =Yg +(fﬂ+y)ay

Zapisa¢ Z we wspoOtrzednych biegunowych i znalezé jego krzywe catkowe.
Czy Z jest polem zupelym?



Zadanie 6. Wykazaé¢, ze istnieje nigdzie nieznikajace pole wektorowe na
sferze nieparzysto-wymiarowej S2++1,
Wskazowka: ustalmy punkt p = (p1,p2,p3,p4) € S3. Przestrzen styczna

T, S3 mozna utozsami¢ z podprzestrzenia Vo C R* taka ze:
UGVP<=>U1p1+...U4p4:O.

Wektor (p2, —p1,p4, —p3) € V,. Powyzsza konstrukcja latwo uogdlnia sie
dowolnego nieparzystego wymiaru.



