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Zadania z Geometrii R6zniczkowej Seria 3  Grudzien 2010

Obliczy¢ calki: (a) fL e“’((l —cosy)dx — (y — sin y)dy), gdzie L jest brzegiem obszaru {0 < y < sinz, 0 < z < 7};
(b) fL(/le_j, jesli A = x2[62 — 3y, 2x,32], a L jest brzegiem powierzchni S = {z = zy, 22 + 4> < 1,y > 1
zorientowanym “do géry”; (c) fS(/TdE), jedli A = (w2l g {% + ié =1L 22 +y>+22> 0% 2> 0}
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(z2+y?+22)2

oraz 0 < a < b < c sg zadane; (d) [((AdF), jesli A = [zz,2%y,1%2], a S = 9{0 < z < 2® +y* < Liz,y > 0}
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(e) [4(Adg), jedli A = z[e”siny, e® cosy, \/TTy?]’ a S = 51 USs sklada sie z dwoch pélsfer, zawartych w brzegu

bryty {1 <a2?+y?+2%2<4,y>0}. W punktach (a), (c), (d) i (e) przyjmujemy orientacje zewnetrzna brzegu.

z dyNdz+y dzAdx+z deNdy
(x2+y2+z2)3/2 .
Dowie$é, ze przy stosownej orientacji S wartosé % Jgw jest objetoscig bryly [0,1]S := {rp: r € [0,1],5 € S} C R?.

Niech S C R? bedzie powierzchnig zawarta w sferze {(z,y,2) : 22 +y? + 22 = 1}, a w :=

. (a) Niech O :=R?\{0}; wykazaé, zejesli 6eQY(0), df=0 oraz fz§+w§:1 6 =0, to# jest forma
zupelna.
(b) Niech Op := R3 \ Res; wykazaé, ze jedli 0 € QY(Op), df=0 i fm§+z§:1,13:0 0 =0, to 0 jest forma
zupelna.

Niech S :={z € R3: ||lz]| = 1} € O :=R?*\ {0}. Dowies¢, ze jesli w € Q%(0), dw =01 [qw =0, to w jest zupelna.
Wskazéwka.  Wykorzystaé $ciggalnogé zbioréw — Of = R3\ (R_)ez, O_ = R?®\ (Ry)e3 oraz wynik zadania
4(b).

Niech O := R"\ 0 oraz w = Y o, (=1)" "1z, dzs A wedy.. A dz, € Q" 10). (a) Wyprowadzié¢ tozsamosé w =

r=1
xl”d(%) A A d(%) (b) Dowieé¢, ze d(f -w) = 0 <= (f jest dodatnio jednorodna stopnia —n). (c) Znalezé
forme pierwotna dla  f-w na Ot :={reR":z; >0}, jesi f(x)= xf”g(%, ce %) dlax € OT.

Na R? dane sa trzy pola wektorowe:
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(a) Sprawdzi¢, ze w kazdym punkcie p = (z,y, z) wartosci (X (p), Y (p), Z(p)) tworza baze ortogonalng w przestrzeni
stycznej T,R3;

(b) Obliczy¢ [X,Y], [Y, Z],[Z, X] i wyrazi¢ wynik w bazie (X,Y, Z).
(c) Niech Q =R3\ {(0,0,0)} i niech ¢ : Q — Q oznacza odwzorowanie

x Yy z
$2+y2+22’ 1,2+y2+22’ 1’2+y2+22

e(@,y,2) = ( ).

Wykazaé, ze ¢ jest dyfeomorfizmem i obliczy¢ To(X), Te(Y), To(Z).

x
Niech M bedzie macierza 3 x 3 o wspolczynnikach rzeczywistych, niech takze r = | y | . Definiujemy pole wektorowe
z

na R? wzorem
F(r)= Mr.

Jakie warunki musi spelniaé M aby pole to mialo (a) potencjal wektorowy, (b) potencjal skalarny? Znalezé, jesli
istnieja potencjaly, dla

01 0
M=|11 2
0 2 -1

Niech O = {(z,y,2) : z > 0}. Obliczy¢
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. Zastosowaé twierdzenie Stokesa. Odp. (a) I = f%(e"r —1); (b) %; (c) 27 (1 -1/ IZ;:Z; ); (d)

i sprawdzié, ze df = w dla

w:z%(a:dy/\dz—i—ydz/\dx—i—zdx/\dy) dla z2>0
0:[0,1] x O3 (t,x,y,2) — (tz, ty, 2")

Obliczy¢ strumien pola A = y% + 228% + x28% przez powierzchnie S = {(z,y,2) : 22 +y*> — 22 = 1,z € [1,2]}
zorientowang na zewnatrz.

Niech w = xdy+ydz+ zdz bedzie jednoforma na R?. Udowodnié, ze jedli funkcja gtadka f : R* — R spelnia warunek
d(fw)=0to f=0.

Obliczy¢ calke z formy rézniczkowej
w=23dy Adz + y?dz Adx + zdx A dy
po powierzchni bocznej bryly obrotowej
B={(z,y,2): 0<2<3, 2°+9°+1<2%}
zorientowanej jak w twierdzeniu Stokesa.

Wyrazié dywergencje pola wektorowego we wspétrzednych parabolicznych w R3 (£,7, ¢).

z = +/Encosp
Y= VEnsing
z=3(E-n)

Wskazoéwki 1 rozwiazania niektérych zadan:

; (e) %ﬂ'.

e}

. 72dr Aw = dx A dy A dz, wiec sprowadzajac catke wielokrotna do catki iterowanej mamy |[0, 1]S| = f[o s r2dr Aw = fol r2dr - fS w.

. (a) Sciagalnogé zbioréw Ot = O\ (Ry)ez daje 3f+ € Q°(O4) : 6 = df+ na Ox; réznica f := fy — f_ jest stala na obu spédjnych

sktadowych OL NO_, tzn. na péiptaszczyznach {z1 > 0} i {1 < 0}. Dzielac v na dwa tuki o koficach p = (1,0) i ¢ = (—1,0) dostajemy

0= f’y 0 = (f+(q) - f+ (p)) + (f_ (p) — f- (q)) = f(q) — f(p), wigc obie stale sg réwne: f = f_ + c. Stad fy ma przediluzenie do
gladkiej funkcji na O, ktérej rézniczka jest 6. (b) Dowéd identyczny; jako Oy bierzemy dopelnienia stosownych pétplaszezyzn w R3.

. (éciqgalnos’c’ Oi) = 30+ € QY(O4) : w = df+ na Oi. Niech Syt beda gérng i dolna pétsfera, zaé v — okregiem (t) = (cost,sint, 0),

stanowigcym wspélny brzeg S+. Z tw. Stokesa 0 = fS w = fs+ df4 + f57 df_ = fw 04y — f'y 0_ = fw(9+ —60_); zarazem 0 := 64 —6_
na Op := O N O_ jest zamknigta (bo df+ = w), wigc If € Q°(Op) : df = 04+ — 0_ na Op (zadanie 4(b)). Przedstawmy f w postaci
f=1f+r—f-, f+r €Q%0O4), np. biorac f1 = h (HITJH) - f, gdzie h € Q°(R) jest taka, ze h(t) = {(1)’ tt<>_1}é2 Wtedy 64+ — df+ € Q1(O1)
oraz 04 —dfy =0_ — f_ na Oy NO_, wiec 04+ — df+ sklejaja sie do jednej gladkiej formy 6 na O = O4 U O_; jest jasne, ze df = w.



