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Zadanie 1. Niech g będzie kanoniczną metryką na ℝ3 oraz gS2 będzie jej obcięciem do sfery
jednostkowej S2 ⊂ ℝ3. Na S2 \ (0, 0, 1) wprowadźmy współrzędne stereograficzne (ξ, η) wzorem
z = ξ+ iη = x+iy

1−z . Wykazać, że metryka gS2 oraz stowarzyszona z nią forma objętości ΩgS2 mają
postać:

gS2 =
4

(1 + |z|2)2
(dξ ⊗ dξ + dη ⊗ dη),

ΩgS2 =
4

(1 + |z|2)2
(dξ ∧ dη).

Zadanie 2. Niech S2 będzie sferą dwuwymiarową z metryką

g = dϑ⊗ dϑ+ sin2 ϑ dϕ⊗ dϕ
indukowaną z ℝ3. Niech x, y, z oznaczają funkcje na S2 zadane przez obcięcie odpowiednich
współrzędnych z ℝ3 do sfery S2. Sprawdzić, czy formy dx, dy, dz, ∗dx, ∗dy, ∗dz na S2 są
formami własnymi laplasjanu. Z jakimi wartościami własnymi?

Zadanie 3. Wyrazić dywergencję pola wektorowego i laplasjan (na funkcjach) we współrzędnych
parabolicznych w ℝ3 (ξ, η, ϕ).

x =
√
ξη cosϕ

y =
√
ξη sinϕ

z = 1
2(ξ − η)

Zadanie 4. Wyrazić laplasjan jednoformy na płaszczyźnie ℝ2 we współrzędnych parabolicznych
(ξ, η).

x =
√
ξη

y = 1
2(ξ − η)

Zadanie 5. Znaleźć metrykę na torusie S1 × S1 pochodzącą od zanurzenia w ℝ3:
x = (a+ b sin θ) cosφ

y = (a+ b sin θ) sinφ

z = b cos θ

Wyrazić laplasjan na funkcjach, 1− i 2−formach we współrzędnych (θ, φ).

Zadanie 6. Niech g będzie kanonicznym tensorem metrycznym na ℝn: g =
n∑
1

dxi ⊗ dxi gdzie

(x1, . . . , xn) są współrzędnymi kartezjańskimi. Niech ∆ = −dδ − δd będzie laplasjanem na for-

mach. Wykazać, że ∆(fdx1 ∧ . . . ∧ dxk) =

[
(
∂2

∂x21
+ . . .+

∂2

∂x2n
)f

]
dx1 ∧ . . . ∧ dxk.

Wskazówka: Sprawdzić następujące wzory:

• ∗∗ = (−1)k(n−k) na k–formach,
• δ = (−1)kn+1 ∗ d∗ na (k + 1)–formach,
• ∗ dx1 ∧ . . . ∧ dxk = dxk+1 ∧ . . . ∧ dxn ,
• ∗ dxi ∧ dxk+1 ∧ . . . ∧ dxn = (−1)A(i,k,n)dx1 ∧ . . . dxi−1 ∧ dxi+1 . . . ∧ dxk , i = 1, . . . , k ,
• ∗ dxi ∧ (dxk+1 ∧ . . . dxj−1 ∧ dxj+1 . . . ∧ dxn) = (−1)B(i,j,k,n)dxj ∧ (∂ib dx1 ∧ . . . ∧ dxk) ,
i = 1, . . . , k, j = k + 1, . . . , n

W dwóch ostatnich wzorach znaleźć jawną postać funkcji A i B.
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