Geometria rézniczkowa 2010/2011, zadania domowe, 18.01.2011

Zadanie 1. Niech g bedzie kanoniczna metryka na R® oraz gs2 bedzie jej obcieciem do sfery
jednostkowej 82‘ C R3. Na §?\ (0,0, 1) wprowadzmy wspétrzedne stereograficzne (£,7) wzorem

z=&+in = xltg Wykazac, ze metryka gs: oraz stowarzyszona z nig forma objetosci {2, , maja
postaé:
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g2 = gz (dE @ dE+dn @ dn),
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Zadanie 2. Niech S? bedzie sfera dwuwymiarows z metryka
g=d¥®@do +sin?9dp ®dp

Q d¢ A dn).

indukowana z R3. Niech z,v, 2 oznaczaja funkcje na S? zadane przez obciecie odpowiednich
wspotrzednych z R? do sfery S2. Sprawdzi¢, czy formy dz, dy, dz, *dz, *dy, *dz na S? sa
formami wtasnymi laplasjanu. Z jakimi wartosciami wtasnymi?

Zadanie 3. Wyrazi¢ dywergencje pola wektorowego i laplasjan (na funkcjach) we wspoétrzednych
parabolicznych w R? (£, 7, ¢).

xr = /Encosy
y = E&nsing
z=3(E—n)

Zadanie 4. Wyrazi¢ laplasjan jednoformy na plaszczyznie R? we wspotrzednych parabolicznych

(&m)-
z=/&n
y=3(€—n)
Zadanie 5. Znalez¢é metryke na torusie S! x S! pochodzaca od zanurzenia w R3:
x = (a+bsinh)cose
y = (a+bsinf)sing
z = bcosb

Wyrazi¢ laplasjan na funkcjach, 1— i 2—formach we wspotrzednych (6, ¢).
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Zadanie 6. Niech g bedzie kanonicznym tensorem metrycznym na R”: g = dei ® dx; gdzie

1
(x1,...,2y) sa wspdlrzednymi kartezjanskimi. Niech A = —dd — dd bedzie laplasjanem na for-
0? 0?
— t ...+ —= dri A ... Adzyg.
oz? T 0z )f| dan Tk
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mach. Wykaza¢, ze A(fdxy A...Adxg) = |(

Wskazowka: Sprawdzi¢ nastepujace wzory:

sk = (—1)#=k) na k—formach,

§ = (—=1)**1 x dx na (k + 1)-formach,

sdz! AL AdZF = daFTEA L A de?

sda? AdzFtE AL Ade = (=1)AGED A AL dat T Adett L AdeR i =1,k
sda? A (dzF Tt AL dad T Adad T A da) = (—1)BEIERdeT A (95 dat AL A daF) |
i=1,...kj=k+1,....n

W dwoch ostatnich wzorach znalezé jawng postaé funkcji A i B.



