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Javier de Lucas

Formy wieloliniowe

Zadanie 1. Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia wektorowa i niech A : V. — V
bedzie odwzorowaniem liniowym. Pokaz, ze A"A : A*(V) — A"(V) postaci

A"A(vy A Lo A wy) = (Av) AL A (Aoy)
ma posta¢ (A"A)(w) = (det A)w dla dowolnego w € A™(V).

Zadanie 2. Wprowadzié¢ nastepujace w € A*(V*) do postaci kanonicznej i ustalic¢ jej
rzad:

W=0"NP+20>° N> +33 N0, w=0"NO>+30" N> +0> N0 —0' NGO
Zadanie 3. Niech w € A¥(V*) i niech v € V. Zdefiniujemy
Low (V1. Uk1) = w(V, 01, e, V1)
Dowiesé, ze jezeli w! € AF(V*) i w? € AP(V*), to
oW Aw?) = (Lw!) Aw? 4+ (=1)Fw! A L.
Formy rézniczkowe

Zadanie 4. Napisz nastepujgce formy rézniczkowe we wspotrzednych biegunowych

_ ydx —zdy o 3 3
W.—W, W=\ +ydl’/\dy

Napisz nastepujace formy rézniczkowe we wspoltrzednych sferycznych

w = xdy + ydz + zdz, w:=axdy Ndz + ydz N\ dx + zdz N dy,
w = 2?dy A dz + yidz A dx + 22dx A dy.
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Zadanie 5. Obliczy¢ pochodna zewnetrzna nastepujacych form

n
Wy = exy+22dx, Wy = Zx?dml A ANdx; NN dxy,
i=1

wdzie CZ;% oznacza, ze ten wyraz zostal wykreslony z iloczynu zewnetrnego.
Zadanie 6. Niech
a:=zdr —ydy, p[:=zdxANdy+xdyNdz, ~:=zdy
beda formami rézniczkowymi na R3. Obliczy¢
e aNfB,aNB AN,
o da,dp,dy.
Cofniecie form roézniczkowych, zamiana zmiennych, pochodna i iloczyn zewnetrzny

Zadanie 7. Niech ¢ : R™ — R" i m < n. Pokaz, ze jezeli w € QF(R") i k > m to
¢*w = 0.

Zadanie 8. Niech ¢ : (z1,...,2,) € R" — (y1,...,yn) € R" i niech w = dy; A ... Ady,.
Pokaz, ze
¢*w = det[Toldy, A ... A dyy,

gdzie
9y oy Oy1
oz dxre " Oxn
dy2  Oy2 Oyz
[T¢] - o0z Oxre " Oxn
Oyn  Oyn Oyn
o0x1 Oxre " Oxn

Zadanie 9. Niech ¢ : (z1,79) € R? — (23x9,1l0g(71 + 22)) € R? i niech w = dy; A dys.
Obliczy¢ ¢*w.

Zadanie 10. Niech w = dx A dy A dz. Obliczy¢ ¢*w dla:

¢ (r,0,¢) € Ryx]0,27[* (rcos ¢sind, rsin¢sind, rcosf) € R?

sinh 7 sinh 7 . sinh o

é:(1,0,0) € Ryx]0,27[* (a 0S¢, a ing,a

coshT — coso coshT — coso coshT — coso

) €

R3
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Zadanie 11. Niech (z1,y1,. .., Zn, Yn) beda wspolrzednymi na R?" i niech
W= Zdazi A dy;.
i=1
Obliczy¢ w A ... Aw (n-razy).

Zadanie 12. Niech (x1,y1,...,Tn, Yn, 2) bedg wspolrzednymi na R?** ! i niech
w:=dz+ szd%
=1

Obliczy¢ a A (da A ... A da) (n-razy).
Pola wektorowe

Zadanie 13. Znalez¢ przestrzen styczna w punkcie (2, 1,0) powierzchni

vt — 2 + 22 =3

Czy pole wektorowe y0, + x0, jest styczne do tej powierzchni. Znalez¢ krzywa catkowa

tego pola wektorowego przechodzac przez punkt (2,1,0).

Zadanie 14. Znalez¢ przestrzen styczna w punktach (1,0,0) oraz (0,1,0) krzywej

4yt =1, r+y+z=1

Lemmat Poincarego, formy zamkniety i zupelne

Zadanie 15. Pokaz, ze jezeli i [ sa formami zamknietymi, to a A 3 jest zamknieta.

Zadanie 16. Pokaz, ze forma
w = Y (sinh(2zy)dx + cosh(2zy)dy)

jest zamknieta.
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Zadanie 17. Niech
w=a(zr,y,z)dx + b(z,y, z)dy + c(z,y, z)dz

bedzie 1-formg rézniczkowa na R3 i dw = 0. Zdefiniujemy

1
flz,y,2) = / la(tz, ty, tz)x + b(tx, ty, t2)y + c(tx, ty, tz)z]dt.
0

Dowies¢, ze df = w. Korzystajac z tego, znalez¢ funkcje g € Q°(R?) taka, ze dg = a dla

ydx — xdy
(G)W:m, O :={(z,y) : y > 0},

_ yzdr — xlog v(2dy + 2ydz)

(b) w , O :={(x,y,2): x,y,z > 0}.

Zadanie 18. Znalez¢ forme 6 € Q'(O) taka, ze df = w dla

xy?z3

1
w= ;(mdy/\ dz + ydz A dzx + zdz A dy) € Q*(0),

gdzie O := {(z,y,2) : 2> 0} oraz ¢ : O x [0,1] — O jest dane wzorami

(a) ¢z, y, 2,t) = (to,ty, 1 —t +tz),  (b) §(t, 2y, 2) = (ta, ty,2").



