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Javier de Lucas

Forme rézniczkowe: Cofniecie, zamiana zmiennych, pochodna i iloczyn zewnetrzny

Zadanie 1. Napisz nastepujace formy rézniczkowe we wspolrzednych biegunowych

 ydr — xdy -
[ — x2—_|_y27 W = \/ $2+y2dl'/\dy

Napisz nastepujace formy roézniczkowe we wspotrzednych sferycznych

w = xdy + ydz + zdx, w:=axdy Ndz + ydz N\ dx + zdx N dy,
w = 2%dy A dz +y°dz A dz + 2*dx A dy.

Zadanie 2. Obliczy¢ pochodng zewnetrzna nastepujacych form rézniczkowych
Wi = e gy g Zx?dxl AL Ady A iNdz,,
i=1

Zadanie 3. Niech
a:=zdxr —ydy, p:=zdxANdy+xdyNdz, ~:=zdy
beda formami rézniczkowymi na R?. Obliczy¢
e a NP, aNB N7,

o da,dp,dy.
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Zadanie 4. Niech ¢ : R™ — R" i m < n. Pokaz, ze jezeli w € Q¥(R™) i k > m to
o*w = 0.

Zadanie 5. Niech ¢ : (z1,...,2,) ER" = (y1,...,yn) € R" iniech w:=dyy A ... Ady,.
Pokaz, ze
¢*w = det[T'oldxy A ... Adx,,

gdzie
Ay - Oy Oy1
oz Ozo e OTn
Oya  Oya Oy
[T(ZS] e oz Oxro " Oxn
Oyn  Oyn Oyn
oz Oxre " Oxn

Zadanie 6. Niech ¢ : (z1;29) € R? — (23x9,1l0g(71 + 22)) € R? i niech w = dy; A dys.
Obliczy¢ ¢*w.

Zadanie 7. Niech w := dx A dy A dz. Obliczy¢ ¢*w dla:

¢ (r,0,¢) € Ryx]0,27[* (rcos ¢sin b, rsin¢sind, r cosd) € R

9 asinh7cos¢ asingsinhr asino 3
¢:(1,0,0) € Ry x]0,27[*— , ; € R”.
coshT —coso’ coshT — coso’ coshT — coso

Zadanie 8. Niech (2,91, ..., T, y,) beda wspolrzednymi na R?*" i niech
@ = Z dx; N\ dy;.
i=1

Obliczy¢ wA ... Aw (n-razy).
Zadanie 9. Niech (21,91, ..., Ty, Yn, 2) beda wspolrzednymi na R***! i niech
w:=dz+ szdyz
i=1

n—razy

——f
Obliczy¢ aA da A ... A da.
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Gradient, rotacja i dywergencja

Zadanie 10. Poda¢ postac¢ gradientu, rotacji i dywergencji w nastepujacych wspotrzed-
nych

e Walcowych
r=rcos¢p, y=rsing, z=z.

e Sferycznych
r=rcos¢psinf, y=rsingsinf, z=rcosh.

e Parabolicznych walcowych
T To yIE(T s iy )

Twierdzenie Stokesa

Zadanie 11. Niech
% 73
W= <sinx — §> dr + <cosy + ?) dy + zyzdz,

= (x,y,2) e R%: 2 > 2 + 4%, =1}

/ w:/dw.
ac c

w = zdr + zdy + 2ydz, OC ={(x,y,2) ER*: 1 = 2> + 4%,z = z}.

/ w:/dw.
ac C

Sprawdzi¢, ze

Zadanie 12. Niech

Sprawdzi¢, ze

dla odpowiednie wybranego C'.

Zadanie 13. Niech

w = —3x2%dy N dz + 23dx A dy, C:={(z,y,2) ER*: 2z <2* +¢*0< 2 <4}

/ w:/dw.
ocC C

Sprawdzi¢, ze
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Zadanie 14. Sprawdzi¢ twierdzenie Stokesa dla
o3 2y - 3. %2 | w2
w:=x’e’dy N dz — 3x“eYdz N dx, C:={(x,y,2) e R®: 2+ y~ + 2° = 1}.
Dlugosé krzywych, pole powierzchni i objestosci brylych

Zadanie 15. Obliczy¢ dtugosé kardiody (@) = 3 —cos ¢ 1 pole powierzchni ograniczone;j
taka krzywa.

Zadanie 16. Obliczy¢ objetos¢ i powierzchnie boczng nastepujacego stozka:

Zadanie 17. Chtopiec spaceruje wdtuz osi OX w kierunku +X z jego psem. Odleglosé
miedzy chtopcem i psem wynosi maksimalnie 1 (dlugos$é smyczy). Pies schowal kosé
w punkcie (0,1) i stara sie zosta¢ blisko tego punktu. Trajektoria psa podczas spaceru
wyglada nastepujaco

Obliczy¢ dhugosé traktrysy, tj. krzywa opisujaca ruch psa spacerujacego z wlascicielem,
jako funkcje 0. We wspotrzednach kartesjanskich trajektoria psa ma postaé

(cos @ + In[tan(f/2)],sin 6), 7/2<6<m.
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Zadanie 18. Obliczy¢ pole powierzchni i objetoéé pseudosfery, tj. region w R3 postaci

ograniczony powierzchnig
[—00, 00] x [0,27] 3 (t,¢) > (t — tht,cosgsecht,sinpsecht) € R
Lemmat Poincarego, formy zamkniety i zupetne
Zadanie 19. Pokaz, ze jezeli a i [ sg formami zamknietymi, to a A 8 jest zamknieta.
Zadanie 20. Pokaz, ze forma
w = Y (sinh(2zy)dz + cosh(2zy)dy)
jest zamknieta.

Zadanie 21. Niech
w = a(z,y,z)dx + b(z,y, z)dy + c(z,y, z)dz

bedzie 1-forma rézniczkowa na R3 i dw = 0. Zdefiniujemy

1
flay,2) = [ fatt, ty, ) + btz ty, 1)y + el tyst2) .
0

Dowies¢, ze df = w. Korzystajac z tego, znalezé funkcje g € Q°(R?) taka, ze dg = o dla

ydxr — xdy
(G)W:m7 O = {(z,y) 1 y > 0},

(0) w = yzdr — xlog x(zdy + 2ydz)

., O:={(z,y,2) : z,y,z > 0}.

xy?z3
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Zadanie 22. Znalez¢ forme 6 € Q'(O) taka, ze df = w dla
1
w= —(rdy Adz + ydz Ndx + zdx N\ dy) € 0*(0),
2

gdzie O := {(z,y,2) : 2 > 0} oraz ¢ : O x [0,1] — O jest dane wzorami

(a) ¢(z,y,2,t) = (tx, ty, 1 —t +tz), (b) o(t, 2y, 2) == (tw, ty, 2").



