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Praca domowa 1

Zadania 7z jedna i dwoma gwiadzkami sa opcjonalne. Zadania z dwoma gwiadzkami
sa najtrudniejsze.

Ciala

Zadanie 1. Wykazaé, ze v/+/5 +2 ¢ Q.

Zadanie 2. Zaléz, ze (F,+,:,1,0) jest cialem i o, € F. Ktére z nastepujacych
wiasciwosci sa prawda?

1. 0-a=0.

2. (-1)-a=—a.

3. Kazdy element zbioru F ma tylko jeden element przeciwny.

4. Kazdy element a # 0 zbioru F ma tylko jeden element odwrotny.
5. (—a)- (=f) =a- .

6. 1+1#0.

7. Jezelia #01 B #0,to a5 #0.

Zadanie 3. Niech (F,+,-,1,0) bedzie cialem. Funkcja wymierna o wspétezynnikach w
F nazywamy formalny zapis postaci

(%)
fo(X)’
gdzie f1(X) i fo(X) sa wielomianami o wspéteczynnikach w F i f5(X) # 0. Ponadto,
méwimy, ze f = g, gdy f1(X): ¢2(X) = g1(X) - fo(X). Zbiér funkeji wymiernych mozna
wyposazy¢ w dodawanie i mnozenie
hi(X) - g2(X) + ha(X)g1(X) _ (%) - 1(X)

ha(X) - g2(X) ’ ha(X) - g2(X)

Udowodnij, ze zbior funkcji wymiernych o wspéleczynnikach w F jest cialem wzgledem
tych dziatan.

f=

h+g=

h-g
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Zadanie 4. Niech F bedzie skoriczonym cialem. Udowodnij, ze istnieje liczba pierwsza
p taka, ze a +a+---+a =0 (p razy) dla kazdego a € F.

Zadanie 5. Udowodnij, ze zbior algebraicznych liczb
K={a+b+cGlabeeQeC\R, G =G =0G=1},
jest cialem wzgledem zwyklem dodawania i mnozenia liczb.
Zadanie 6. Dany zbiér liczb podwdjnych
K={a+0b|a,beR}
gdzie ¢, tzw jedynkg Clifforda, z dodawaniem & : K x K — K postaci
(a+b)®(c+d)=a+c+ (b+d)

1 mnozeniem
(a+0bt)- (c+de) =ac+bd+ (ad + be)e

jest cialem?

Zadanie 7. Czy zbiér macierzy

1 mnozenia

a b dl_)_adal_)—I—b&
0 a s aw T 0 aa

Zadanie* 8. Zbuduj wszystkie ciala z pigcioma elementami.

jest cialem?

Zadanie 9. Udowodnij, ze zbidr liczb postaci: a+bv/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi,
jest cialem liczbowym. Oznaczamy je Q(v/2). Natomiast, udowodnij, ze zbiér liczb
postaci a+bv/2, gdzie a, b sa liczbami wymiernymi, nie jest cialem liczbowym. Pokaz, ze
zbiér liczb postaci a + bv/2 + ¢v/4, gdzie a, b, ¢ sa liczbami wymiernymi, jest juz cialem
liczbowym.
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Zadanie 10. Dane jest cialo (F,+,-). Mowi sig, ze K C F jest podcialem F, gdy
(K, +k, k), gdzie

+x : Kx K> (a,b) = a+bek, k:KxK>(a,b) »a-beK
jest ciatem. Niech a+...+a = 0 (m-razy) dla pewnego a € F\{0}. Czy zbidér elementéw
A={1+1+...+1(p—razy)|p <m}
zdefiniuje podciato (A, 44, 4)?

Zadanie 11. Wykaz, ze zbiér (Zg, +¢, ) nie jest cialem. Znajdz, wszystkie podzbiory
Zg, ktory sa ciatami i ustal ich charakterystyke.

Wielomiany

Zadanie 12. Udowodnij, ze suma wszystkich pierwiastkéw z wielomianu f,(X) = X",
gdzie n € N jest réwna zeru.

Zadanie 13. Dany jest wielomian ) ,_; a,X" o wspélczynnikich w ciele (F,+,-,1,0) z
pierwiastkami xzy, ..., x,. Udowodnij, ze

n

n n n
_ Qp-1 _ Qp-2 _ Qp-3 S g n @0
T = — , Ty = s Ll T = — ) T = (— ) —_.
k=1 Gn Qn an 20 tn

k<k'=1 k<k'<k"=1

Te wzory to czes¢ tzw wzoréw Viete’a.

Zadanie* 14. Niech B(X) bedzie przestrzenia wszystkich wielomianéw o wspétezynnikach
w ciele K i niech Map(K, K) bedzie przestrzenia funkcji z K do K. Udowodnij, ze odw-
zorowanie ¢ : P(X) — Map(K, K) postaci

P(%) 1 fp,

gdzie fp to funkcja stowarzyszona z wielomianem P(X) jest injekcja wtedy i tylko wtedy
gdy K jest skonczonym ciatem.
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Zadanie 15. Oblicz reszte z dzielenia nastepujacych wielomianow:
o fi(X)=X"—4X 4+ X5+5X+5X3-5X2+10X—T7 przez fo(X) = X3—6X2+11X—6.
o f1(X)=2X%—8X%+15X7 +5X% 4+ 9X — 16 przez fo(X) = X3 — 9X2 + 23X — 15.

o f1(X)=2X%—9X7+24X5 — 24X5 4+ 24%* — 24%3 4+ 24X2% — 22X + 16 przez fo(X) =
¥2 - 8% + 15.

Zadanie 16. Ustal a,b i ¢ aby wielomian o wspoélczynnikach w R dany wzorem

X)) =X"-(a+b+ )X+ X°(3 +ab+ac+ bc) — (3a+3b + 3¢ — abe) X*
+ (2 4 3ab + 3ac + 3bc)X* = (2a + 2b + 2¢ + 3abc)X* 4 2(ab + be + ac)X — 2abe  (16.1)

byl podzielny przez fo(X) = X* — 6X? 4+ 11X — 6.

Zadanie* 17. Ustal n aby wielomian o wspétczynnikach w Zs dany wzorem
() =2 %
k=0

byl podzielny przez fo(X) = X? + 1.
Zadanie 18. Oblicz za pomoca algorytmu Euklidesa najwiekszy wspdlny dzielnik miedzy

o fi(X) = X5 +2% —22%3 — 8X2 + 117X — 90,  fo(X) = X5 + 14%* 4 74%3 +
184%2 + 213% + 90.

o f1(X)=2X°+8X1+48X3 - 62X? — 153X — 90, f2(X) =4 +8X + 5X? + X3,
Zadanie* 19. Dane sa wielomiany
PX)=X"+aX 40X +cX+1, QX)) =X"+eX3+bX2+aX+1

Znajdz warunki dla liczb a, b i ¢, gdzie a # ¢, aby zagwarantowaé, ze P(X) i Q(X) maja
dwa wspélne pierwiastki. W takim przypadku, oblicz rozwigzania P(X) =01 Q(X) = 0.

Zadanie™ 20. Niech a bedzie liczba wymierna i niech n bedzie dodatnia liczba catkowita.
Udowodnij, ze wielomian o wspétczynnikach wymiernych

X (xX+a)? +1

jest nierozkladalny.
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Liczby zespolone

Zadanie* 21. Dane sa trzy liczby zespolone zi, z5, 23 € C nie na jednej linii, znajdz
2o € C taki, ze f(z) < f(z) dla dowolnego z € C, gdzie

f(2) = |21 — 2|21z — 2* + |23 — 2|
Zadanie 22. Znajdz odwrotnos¢ liczb zespolonych:

iz—(1+2¢)(2+2z‘)+?—;2+(\/§+z’)(\/§—i)—i3,

¢) 2i(z’—1)+<\/§+i>3+(1+z’)(1+i).

b)

Zadanie 23. Obliczy¢ wyrazenie

1. (cos T —¢sin 1)1410

3 3 A

SR o1 T 1993
2 [2(B+4) (1+80) +20 5 —4) +i

(2 —30)3 — (14 4)%(5 —4)
(4= 30)2 —i(1+ 2i)?

3.

Zadanie 24. Znajdz wszystkie pierwiastki wielomianu nad cialem C
L =23 4 (7T+1)2% — (12 + 7i)z + 124,
2. 24— 223 + +(2 —4)22 + 2iz — 2i,
3. -2+ 22 -1
Zadanie 25. Rozwiaza¢ réwnania:
1. 224 (2 — 2) = 3 + 2i,
2. i(z+2)+i(z—2) = 2i — 3,

Zadanie* 26. Niech z bedzie liczba zespolong taka, ze |z + 1| > 2. Udowodnij, ze
|23+ 1] > 1.
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Zadanie 27. Niech f(z) := 27!, g(z) := z dla 2 € C*. Wykaza¢, ze dla kazdego
p > 1 istnieje okrag C' = C(s;r) C C (znalezé srodek s i promien r) zawierajacy p i
niezmienniczy wzgledem f i g, tzn. taki, ze f(C)=C1ig(C) = C.

Zadanie 28. Udowodnij, ze

1 [ 2m-1
om-1 . k=1,
Sin Y= Sam2 ; ( o ) (—1)" " sin(2k — 1).

Zadanie 29. Znalez¢é f~1(S) = {z € D : f(z) € S}, tzn. przewciwobraz zbioru S,
wzgledem odwzorowania f : D — C, jesli D := C\{—1}, f(z) := z/(1 — z), oraz

e S:=K(ir,r), gdzie r > 0

o S:={z|Imz < a(l+ Rez)}, gdzie a € R jest ustalone.

e S:={z|4lmz > 2 4 3Rez}.

Zadanie* 30. Dane sa parabole y = cz? +d,x = ay* + b, gdzie c > 0,d < 0, a > 0 i
b < 0. Te parabole maja cztery wspolne punkty 2z, 29, 23, 24. Wykaz, ze istnieje okrag
zawierajacy zi, 22, 23, 24.



