Noworoczna seria zadan z Algebry IR

1. grudnia 2014 r.

Notacja: We wszystkich ponizszych zadaniach K jest ciatem, V' za$ jest przestrzenia
wektorowa nad K.

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior R, liczb rzeczywistych dodatnich z dzialaniem grupo-
wym

RooxRyo — Rso : (z,9) — 2y =T +r0 ¥
oraz dziatlaniem ciata R liczb rzeczywistych
RxRyg— Ry : (N\,z) 2=t Ab 2
jest przestrzenia wektorowa nad R. Jaki jest wymiar tej przestrzeni?

Zadanie 2. Niechaj V := Ry[t] (wielomiany stopnia <4 o wspoétczynnikach z R) i niech
F, bedzie funkcja wielomianowa stowarzyszona z wielomianem v € V. Pokaz, ze podzbior

Wi={veV | F(-1)=F1) A Fi(-Z)+Fi(%) =0}

jest podprzestrzenia R-liniowg V. Wskaz dowolna baze¢ i oblicz wymiar R-liniowy prze-
strzeni W.

Zadanie 3. Dane sa liniowo niezalezne wektory vy, v, ..., v, € V orazskalary Ay, Ag,..., A\, €
K. Oznaczmy

S=V1+ty Uty ...ty Uy
i zdefiniujmy wektory

ek::vk—}-v(—)\k)DSEvk—/\kDS, k?El,’I’L.

Wykaz, co nastepuje:

(i) Wektory ey, es,..., e, sa liniowo niezalezne. <= Y, A\ # 1.
(i) Jesli Xp 4 Ae=1,t0 ( Xy x> e =0y < g =ps=...=p, ), kazdy uktad n—1
wektoréw sposrod eq,es, ..., e, jest liniowo zalezny oraz

<61762)---76n)]1(={U:ZMIcDUk | (s, prgs o pin) €K™ A Z/\k:'ﬂk:oK}-
k=1 k=1



Zadanie 4. Niechaj n,p,q € N~ {0}. Podprzestrzenie K-liniowe Vi, V5 c K* sa dane w
postaci

Vi=ker A, Vo=im B,
gdzie AeK”, i BeK" . Dowiedz, ze
i) i=Vo <= (A-B=0p, A tkA+1rkB=n);
(i) Kr=VieV, — (rkA=rkB=rk(A-B)).

Zadanie 5. Czy wektory vy, vs,...,v, € V sa zawsze liniowo niezalezne, jesli
(i) wektory wvg,vs,...,v, sa liniowo niezalezne i wektory vy, vs,...,v,_1 sa liniowo nie-
zalezne;
(ii) po odrzuceniu dowolnego z wektoréw wvy,vs,...,v, pozostale wektory sa liniowo
niezalezne;
(iii) wektory vy, vs,...,v,-1 sa liniowo niezalezne oraz v, ¢ (vi,vs, ..., Vp_1)x’

Zadanie 6. Udowodnij ponizsze zdania:

(i) Dla dowolnych wektorow wvy,ve,v3 € V' oraz skalarow A, A2, A\3 € K wektory g >
V1 — )\1 D> Vg, )\3 > vy — /\2 > vs, /\1 > U3 — )\3 > v SQ liniowo zalezne.

(ii) Dla dowolnych wektorow wvy,vs,v3,v4,v5 € V' oraz skalarow A, Ag, Az, Ay, A5 € K
wektory Ap > vk —Ags1 D Ugso, k€ 1,5, zapisane w konwencji vg := v1,v7 := V2, Ag = Aq,
sa liniowo zalezne.

Zadanie 7. Niechaj X := {1,p,q} ¢ K (przy czym charK = 0) i rozwazmy funkcje
wielomianowe fy := Fu, k € {0,2,3} stowarzyszone z jednomianami t9 2 3 € Kj[t].
Sprawd?, co nastepuje:

(i) Jesli p=0k i ¢ e K\ {0k, 1k}, to funkcje fo, fo, f3 tworza uktad liniowo niezalezny
nad K w KX (funkcje X — K).

(i) Jesli p = 1k +g 1k =: 2k, to istnieje dokladnie jeden skalar ¢ € K\ {1k, 2k}, dla

ktorego funkcje fo, fo, f3 tworza uktad liniowo niezalezny nad K w KX.

Zadanie 8. Niechaj uktad wektorow {e} reTn Pedzie bazg przestrzeni V' 1 wprowadzmy
oznaczenia

‘/0::{0\/}7 ‘/k:::<617627"'76k>]1<7 k’E]_,TL.

Wykaz, co nastepuje:



(i) Jesli fyeViNViy dla kel n, to uklad wektoréw {fr}rerm tez jest bazg V.
(ii) Jesliuktad {fi} g5 jest (inng) bazg V', o wlasnosci fi € Vi, to takze ey € (f1, fo, .., fu)g
dla k€ 1,_71, a St@d (61, €o,..., 6k>K = (fl; fQ, Ce 7fk>K

Zadanie 9. Sprawdz, ze dla dowolnych wektoréw wvq,vs,...,v, € V zachodzi tozsamosé

<’U2—Ul,Ug—UQ,...,Un—Un_1>K:{Z)\kD’Uk | (Al,AQ,...,)\n)GKn/\ Z)\k:OK}
k=1 k=1

Zadanie 10. Wykaz, ze jesli kazdy z trzech danych wektoréw w przestrzeni R™ spetnia
warunek ,,.Suma kazdej trojki kolejnych wspotrzednych jest rowna 0.”, to te trzy wektory
sa liniowo zalezne.

Zadanie 11. Nazwijmy stopniem niezerowego wektora x = (z!,22,... 2") e K" liczbe
deg z:=max{ kel,n | 2"#0x}.

Udowodnij, ze kazdy uktad wektorow z K"~ {(0Ok, Ok, . ..,0x)} o parami réznych stopniach
jest liniowo niezalezny.

Zadanie 12. Niechaj V := K,[t]. Okreslmy podprzestrzenie

Vi = {veV | F,(-2)=0=F,(2)},

Vo = {wveV | F,(-1)=0x=F,(1)=F,(0x) }.
Sprawdz, ze dimg Vi =3 =dimg V5 +1 1 wskaz przykltady baz tych podprzestrzeni. Wykaz
ponadto, ze Vi nV, = {0y} oraz Vi +y Vo = V., a nastepnie znajdz rozklad wektora

V=g D t0+y e Dttty b 2y g D 3+ ey bt eV ona skladowe vy € V) 1 vy € V.

Zadanie 13. Podprzestrzenie V;,V, ¢ V := R* sa okreslone wzorami Vj := ker A i
Vo :=1m A, gdzie

5 2 01
7 -2 4 5
A':1135
7 3 13

Zmajdz
(i) takie bazy Vi i Vs, ktorych czesé wspolna jest baza Vi nVa;

(ii) uklad réwnan opisujacy Vi +y Va.



Powtorz rachunki dla Vi = (B, B%)g i Vo= (B*), B%)g, gdzie

B :=

Zadanie 14. Sprawdz, czy R? jest suma prosta swoich podprzestrzeni V; := ker ;l :é
) 7
i V5= < 12 |,| 6 ) . W przypadku uzyskania odpowiedzi twierdzacej podaj rozktad
16 VA AN
1
wektora | 1 | na sktadowe z V] 1 V5.

L)

Zadanie 15. Wykaz, ze R%, jest suma prosta swoich podprzestrzeni

) o]

12
4 3)°

o

oraz

Zmajdz rozktad wektora ( 1 0

Zadanie 16. Niechaj V bedzie suma prosta swoich dwoch podprzestrzeni Vi, Vs, tj.
V =Vi@V,, iniech L € Homg(V,W) dla pewnej przestrzeni wektorowej W nad K.

-3
1

a b
b -a

VQ::{AER% | A-(

-2

1
1
)

1 -3

(ig).A}.

0 ) na sktadowe z tych podprzestrzeni.

Oznaczmy K :=ker L. Potwierdz stusznosé ponizszej rownowaznosci:

L(V)NL(V3)={0y} <= K=KnVi+KnV,.

Zadanie 17. Wyznacz rzad macierzy

aj +g by
as +x by
az +x by
ag +x by

D4 =

a nastepnie uogélnij ten wynik na przypadek macierzy D,, € K" . n € Ny, zdefiniowanej

analogicznie.

aj +x by
ap +x by
az +x by
ay +x by

aj +g b3
ag +x b3
az +g bs
ag +x b3

aj +g by
ap +i by
az +g by
ag +x by

e K4,

no

-1

1

|



Zadanie 18. Znajdz podprzestrzenn Vi przestrzeni R* dopelniajaca wzgledem podprze-
strzeni Vs :=ker (3,-2,1,2), tj. taka, ktora spelnia rownosé¢ R* =V @ V5.

Zadanie 19. Wyznacz metoda operacji elementarnych odwrotnosé macierzy

233 3

—_ = =

2 3 3
1 2 3
11 2

Zadanie 20. W zaleznosci od wartosci parametru p € R ustal zbior rozwiazan uktadu
rownan

-1 1+p 1+p T 1
-p 3+p 2 o =11
1 2 3+p T3 1

Zadanie 21. Jaki warunek musza spetniaé¢ parametry a,b € R, aby uktad rownan

-3 1 1 1 1 1
1 -2 1 1 T2 | | a
1 1 -5 1 s | | b
1 1 1 =3 T4 1

byl niesprzeczny? Rozwiaz ten uktad dla a=-1=0b.

Zadanie 22. W zaleznosci od wartosci parametrow a,b, A € R rozwiaz uktad réwnan

(A+3)x+y+2z=aX+b
A+ (A=-1Dy+z=b(A-1)
B3A+Dz+ Az +(A+3)z=(a+b)A

Zadanie 23. Niechaj V7, V5 beda podprzestrzeniami K-liniowymi przestrzeni V. Skon-
struuj izomorfizm przestrzeni wektorowych

Vi/(VinVa) 2 (Vi+y Va)/Vs.

Zadanie 24. Niechaj Vi,V beda podprzestrzeniami K-liniowymi przestrzeni V' i niech
7V > V[Vi, ke{l,2} beda rzutami kanonicznymi. Rozwazmy odwzorowanie

mi=mxmy : V— (V/V1))x (V]Va) : v (m1(v),m(v)),

K-liniowe wzgledem naturalnej (iloczynowej) struktury K-liniowej na jego przeciwdziedzi-
nie. Udowodnij, co nastepuje:



(i) 7 jest monomorfizmem <= VinV,={0y};
(ii) 7 jest epimorfizmem <= V =V|+V5;
(iii) 7 jest izomorfizmem <— V =V;aV;.

Zadanie 25. Sprawdz liniowa niezaleznos¢ uktadéw form liniowych na R® zlozonych z
ponizszych elementow:

(i)

1 ¢ (T1,%9,T3,T4,T5) —> Ty + Ty + Ty + Ty + T5,
02 ¢ (1, T9,T3,T4,T5) —> 11 + 279 + 313 + 424 + D5,
Y3 - (I17$2,J73,JJ4,$5)'—>$1—$2;
(ii)

o1 ¢ (11,%9,23,T4,25) —> X1 + TTo + T3+ Tx4 + T35,

V2 : (I‘l,l’g,l’g,$4,$5) '—>$1+2I2+3l’3+4l‘4+5$5,

O3 : (1‘1,$2,$3,ZE4,I5) — 12$1+7l‘2+13$3+8$4+9$5,

w1 ¢ (m1,x9, 23,14, 25) —> 1027 — 229 + 323 — 314 + 325 ;

Zadanie 26. Wyznacz baze przestrzeni (R*)* form liniowych na przestrzeni wektorowej
R* dwoista wzgledem bazy R* zlozonej z wektorow

e1:=(1,0,0,0), es:=(1,1,0,0), es:=(1,1,1,0), er:=(1,1,1,1).
Wypisz macierz przejscia miedzy tak okreslong baza (R*)* a baza standardowg utworzong
przez rzuty kanoniczne na sktadowe wektora.
Zadanie 27. Okreslmy, dla ustalonej formy liniowej ¢ € V*, podzbior H, := ¢! ({1x}) c
V. Udowodnij prawdziwo$¢ implikacji

Vowevs + (Hy=Hy = p=1).

2 0

Zadanie 28. Niechaj V; = Ry[t], V5 := R2, i niech A := ( 1 3

). Okreslmy operator
R-liniowy L € Homg(V3,V5) wzorem
LWV —>‘/2 Poap Py t0+a1 >y t1+a2 >y t2'—>a0 >y, 1o00 +ay DV2A+a2 >y, A?.

Zmajdz



(i) baze ker L;

T2
T3 T4

)eimL;

(ii) rownania spelniane przez wyrazy xi,s,xs3,z4 € R macierzy (

(iii) macierz [L]’g‘ijg1 operatora L wzgledem baz % := {e; =9 ey :

tl,eg = t2} c ‘/i
(baza jednomianowa) oraz
1

w5 ) (3 8) )

Dokonaj transformacji macierzy uzyskanej w punkcie (iii) do ,bazy Pauliego”

;o (10 (01 [ 0 1 (1 O
{3 )2 ) (5 23 2))

Zadanie 29. Odwzorowanie liniowe L € Endg (R,[t]) zadane jest wzorem

=}
=}

(\V]
w

wr— (t+ 1w = L(w),

w ktorym w’ oznacza wielomian o funkcji wielomianowej bedacej pochodna w. Wyznacz
macierz L w bazie jednomianowej R, [t], a nastepnie — ker L,im L oraz rk L. Czy od-
wzorowanie to jest odwracalne?

Zadanie 30. Niechaj V, bedzie podprzestrzenia przestrzeni wektorowej RE (funkcji
rzeczywistych zmiennej rzeczywistej) ztozona z funkeji postaci L(w) : z — F,(sinz, cosz),
zapisanych w terminach funkcji wielomianowej F,, stowarzyszonej z wielomianem w €
R, [s,t] stopnia (catkowitego) co najwyzej n w dwdch zmiennych. Ustal wymiar R-liniowy
V.. Wybierz (dowolnie) baze %, w R, [s,t] oraz baz¢ %> w V,,. Wyznacz macierz [L]“?%l
wzgledem tych baz odwzorowania liniowego

L : R,[s,t] —V, : w— L(w),
a nadto — macierz [D]'?;fgz operatora pochodnej D € Endg (V},).
Zadanie 31. Niechaj 0 oznacza trywialng przestrzen wektorowa nad K. Rozwazmy

krotki ciag dokladny przestrzeni wektorowych:

Ly Lo

0 Vi

Va Vs 0

tj. kolekcje przestrzeni wektorowych 0,Vi, V5, V5 nad K wraz z odwzorowaniami K-
liniowymi miedzy nimi oznaczonymi strzatkami na powyzszym diagramie, o tej wlasnosci,
ze dla kazdej pary sasiednich odwzorowan jadro nastepnika pokrywa sie z obrazem po-
przednika, np. ker Ly =im Ly. (Co nam to méwi o Ly i Ls?)

Udowodnij, ze ciag powyzszy rozszczepia sig, tj. spelniony jest jeden z réwnowaznych
warunkow:



(R) Istnieje epimorfizm p € Homg(V2, Vi) o wlasnosci po Ly = idy,. Odwzorowanie to
nazywamy retrakcja liniowa stowarzyszona z L.

(C) Istnieje monomorfizm o € Homg(V3,V2) o wlasnosci Lg o o = idy,. Odwzorowanie
to nazywamy cigeciem liniowym stowarzyszonym z L.

Wykaz stuszno$é nastepujacych stwierdzen:

(i) Istnieje kanoniczny izomorfizm przestrzeni wektorowych Vo = V) @ V3 (zewnetrzna
suma prostal).

(ii) Diagram

0 Vi<V, <2V 0

okresla krotki ciag doktadny przestrzeni wektorowych.

Szampanskiego Sylwestra i dobrego Nowego Roku!



