
ALGEBRA I R

Praca domowa III

Macierz morfizmu

Zadanie 1. Wyznaczyć macierz

• odwzorowania (x1, x2, x3) 7→ (x1, x1 + 2x2, x2 + 3x3) wzglȩdem bazy wektorów
jednostkowych {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} w przestrzeni R3,

• obrotu p laszczyzny o ka̧t α wzglȩdem dowolnej bazy {e1 := (λ1, µ1), e2 := (λ2, µ2)}
takiej, że λ1λ2 + µ1µ2 = 0 i λ2

1 + µ2
1 = λ2

2 + µ2
2 = 1,

• obrotu przestrzeni trójwymiarowej o ka̧t 2π/3 wokó l prostej, danej w prostoka̧tnym
uk ladzie wspó lrzȩdnych równaniem x1 = x2 = x3, wzglȩdem bazy z lożonej z jed-
nostkowych wektorów osi wspó lrzȩdnych.

Zadanie 2. Dane przekszta lcenie f : R2[·]→ R2[·] postaci

f(a0 + a1x+ a2x
2) = (a1 + a0) + (a0 + a1 + a2)x+ a1x

2,

sprawdź, że f jest funkcja̧ liniowa̧ i wyznacz macierz [f ]AB tej funkcji w bazach

1. A := {e1 := 1, e2 := x, e3 := x2}, B := {f1 := 1 + x, f2 =: 1 + x2, f3 := 1− x},

2. A := {e1 := 1 + x, e2 := 1, e3 := x2}, B := {f1 := 1, f2 =: 1 + x2, f3 := 1− x},

3. A := {e1 := 1, e2 := x, e3 := x2}, B := {f1 := 1, f2 =: x, f3 := x2}.

Określ Imf , ker f , oraz bazy tych przestrzeni i ich wymiary. Czy f jest bijekcja̧?

Zadanie 3. Czy przekszta lcenie f : R3 → R3 posiadaja̧ce w bazie standardowej e
macierz  1 2 1

2 1 0
1 2 1


jest bijekcja̧?

Zadanie 4. Dane liniowe przekszta lcenie f : R2[·]→ R2[·] takie, że

f(a0 + a1x+ a2x
2) = a1 + a2x+ a1x

2,

wyznacz macierz [f ]aa w bazach standardowych. Wyznacz obraz (Imf) i ja̧dro (ker f)
tego przekszta lcenia. Podaj bazy tych przestrzeni i ich wymiary.
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Macierz odwrotna i metoda Gaussa

Zadanie 5. Wyznacz macierz odwrotna̧ poniższej macierzy: 1 i 1 + i
−i 1 0

1− i 0 1

 .
Zadanie 6. Wyznacz macierze odwrotne poniższych macierzy:

1 2 0 0
2 3 0 0
1 −1 1 3
0 1 0 2

 ,


0 0 0 −1
0 0 2 0
1 0 0 0
0 3 0 0

 .
Czy da siȩ ustalić takie macierze bezpośrednio?

Zmianna bazy

Zadanie 7. Niech T : R3 → R3 bȩdzie morfizmem takim, że T (ei) = λiei dla i = 1, 2, 3 w
bazie B1 = {e1 = (1, 2, 3), e2 = (−1, 1, 2), e3 = (−1, 0, 1)}. Podaj macierz [T ]B2B2 morfizmu
T w bazie B2 = {e1 = (1, 0, 1), e2 = (0, 1, 2), e3 = (−1, 1, 0)}. Napisz macierz przej́scia z
B2 do B1.

Zadanie 8. Niech T : Rn → Rn bȩdzie morfizmem takim, że T 2 = T . Wykaż, że istnieje
baza B przestrzeni liniowej Rn dla której

[T ]BB =



1 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0


.

Zadanie 9. Niech operator liniowy w przestrzeni R2[x] bȩdzie reprezentowany macierza̧ 0 0 1
0 1 0
1 0 0


wzglȩdem bazy {1, x, x2}. Wyznaczyć jego macierz wzglȩdem bazy {3x2 + 2x + 1, x2 +
3x+ 2, 2x2 + x+ 3}.
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Macierz transponowana

Zadanie 10. Niech T : R3[·]→ R3[·] bȩdzie morfizmem (Tw)(x) = w′(x)−w(0). Oblicz
macierz [T ]B̄B morfizmu T w bazach B̄ = {1, x, x2, x3} i B = {−1, 1 + x, 1 + x2, x3 − 1}.
Oblicz macierze [T T ]B̄

∗
B∗ i [T T ]B̄

∗

B̄∗ morfizmu transponowanego T T dla baz dualnych B∗ do
B i B̄∗ do B̄.

Zadanie 11. Niech T : E → F bȩdzie odwzorowaniem liniowym z E do F , gdzie E i F
sa̧ przestrzeniami liniowymi skończonego wymiaru. Wykaż, że jeżeli T jest surjekcja̧ to
T T jest injekcja̧ i jeżeli T jest injekcja̧ to T T jest surjekcja̧.

Permutacje

Zadanie 12. Obliczyć inwersje, znak oraz rza̧d permutacji:

σ =

(
1 2 . . . m+ 1 m+ 2 m+ 3 . . . 2m+ 1
1 3 . . . 2m+ 1 2 4 . . . 2m

)
,

σ =

(
1 2 . . . 2m 2m+ 1 2m+ 2 . . . 3m

m+ 1 m+ 2 . . . 3m 1 2 . . . m

)
,

σ =

(
1 2 . . . m m+ 1 m+ 2 . . . 2m
1 3 . . . 2m− 1 2 4 . . . 2m

)
.

Zadanie 13. Niech n ∈ N, n ≥ 2. Dowieść, że dany podzbiór X ⊂ Sn generuje grupȩ
Sn, tzn. że każdy element grupy Sn można przedstawić jako iloczyn potȩg pewnych
elementów zbioru X z wyk ladnikami ca lkowitymi:

• X := {(12), (23), (34), . . . , (n− 1n)} = {(i i+ 1) : i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}},

• X := {(12), (13), (14), . . . , (1n)} = {(1 j) : j ∈ {2, . . . , n}},

• X := {(123 . . . n), (23 . . . n)}.

Zadanie 14. Przedstawić dana̧ permutacjȩ w postaci z lożenia cykli roz la̧cznych:

• (12)(123)(1234)(12345),

• (12)(123)(1234)(12345)(123456)(1234567),

• (1234)(3456)(5678).

Zadanie 15. Ile jest permutacji σ : {1, . . . , 10} → {1, . . . , 10}, spe lniaja̧cych warunek

∀k ∈ {1, . . . , 10} : (|σ(k)− k| ≤ 1 lub |σ(k)− k| = 9)?
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Zadanie 16. Sprawdzić, że wzór σ(x) = 3x + 7 − 16[(x + 1)/5] określa permutacjȩ
σ : X → X zbioru X := {1, . . . , 16}; znaleźć jej tabelkȩ wartości i rozk lad na cykle
roz la̧czne.

Ślad i wyznacznik operatora

Zadanie 17. Obliczyć ślad trF i wyznacznik detF operatora F ∈ EndV , jeżeli V =
Rn[t], a ∈ R, natomiast F ma nastȩpuja̧ca̧ postać:

• (Fw)(t) = tw′(t) + aw(t),

• (Fw)(t) = w(t+ a),

• (Fw)(t) = tnw(1/t).

Zadanie 18. Obliczyć ślad i wyznacznik operatora liniowego F dzia laja̧cego w przestrzeni
wielomianów R2[t] i danego wzorem:

(Fw)(t) = 4w(t) +
3

t
[w(t)− w(0)] + t[w(t)− tn

n!
w(n)(0)] ·

1∫
−1

w(t)dt.

Zadanie 19. Obliczyć ślad operatora liniowego F : E → E na przestrzeni liniowej
skończenie wymiarowej danego wzorem F = A ◦ B − B ◦ A, gdzie A i B sa̧ dowolnymi
endomorfizmami na E.
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