Zadania z Analizy Matematycznej ”C”
Seria 5.

. Zbadaé przebleg funkcji, naszkicowaé wykres:

(a) fla) = TR o e R;

(b) f(2) = (z +2)ez, z € R\{0};
(€) f(x) := (x — %)6_5 v € R\{0}:
(d) f(z) := arcsin W, r € R;
(e) f(z) :==(x+1)arctgz, z € R.

. Niech a,b € R. Dowiedé, ze: (1) jesli b > 0, to ab < e* ! + blogb; (2) jesli

L(atb) o e*=e® _ e+’
a #b, to ez < <

. Dowiesé, ze: (a) x — % <log(1 + z) dla z > 0;
(b )log(1+x)<x—%2+%3 dla x > —1;
(c) e < £ dla 0 < z < 1;

(d) (4 fcosx)sm’” <3dlax7é0
(e) [HZarctgz| < 3 dlaz < 1;
() 1+zlog(x+\/1+x2) \/1—}—1:2.

. Dowie$é, ze funkcja f(z) := (1 +2)Y/®,—1 < z # 0, da si¢ przedtuzy¢ do
funkcji rézniczkowalnej na | — 1, oo[. Obliczyé f(0) i f/(0) oraz wykazad, ze
funkcja x — f(z) jest malejaca, a x — (1 + z) f(z) — rosnaca na | — 1, 00].

% - ez1,17 gdy € 7é 0

%, gdy =0
(a) klasy C! na R (wyliczyé f/(0)); (b) malejaca; (c) jednostajnie ciagta na
R. Sprawdzié, ze funkcja R 3 z +— f(z) — % € R jest nieparzysta.

. Niech f : R—R, f(z) := { . Dowie$é, ze f jest:

. Dowiesé, ze funkcja f : R—R, f(z) := iz—ﬁ, ma trzy punkty przegiecia oraz
ze leza one na jednej prostej.

n

. Sprawdzié, ze: (a)fn(z" 1 f(2)) = (-1)nz LM (L) dla n € N, jesli
f:]0,00[—=R jest rézniczkowalna n-krotnie; (b) S(f) = S( ), jesli S(f)

@) @) : o
?—; - %(%)2, f jest 3-krotnie rézniczkowalna oraz g(z) = %.

. Dowies¢, ze jesli n € N oraz a; € R spelniaja warunek ag+ 5 +-- -+ na+"1 =
0, to 3z €]0,1[: >p_, arz® = 0.
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. Niech f :]0,00[—R bedzie funkcja dwukrotnie rézniczkowalna, taka ze f”

jest ograniczona i istnieje skonczona granica limy .o f(x). Wykazaé, ze
lim, o f/(z) = 0. Sprawdzié¢ te zalozenia i teze dla f(z) := L sin(x?).

x

Dowiesé, ze jesli f :]0,00[—R jest r6zniczkowalna oraz 3 ¢ > 0, < 1 :
limg oo f(z) +cx®f'(x)] = 0, to limy oo f(z) = 0. Skonstruowaé przyktla-
dy, uzasadniajace istotnosé¢ poczynionych zatozen ¢ > 0, < 1.

Dowiesé, ze jedli ciagta na [0, 1] i dwukrotnie rézniczkowalna na |0, 1] funkcja
f spelnia warunki f(0) = f(1) = 0 oraz infocz<1 f(2) = —1, to istnieje £ €
10, 1], takie ze f"(£) > 8. Pokazadé, Ze tego oszacowania nie da si¢ poprawic.

Niech T' > 0, f :[0,7T]—R dwukrotnie r6zniczkowalna, przy czym f(T) —
f(0) =L >0, f/(0) = f/(T) = 0. Wykazaé, ze istnieje ¢t €]0, T takie,
ze |f"(t)| > 41 2L. Interpretacja. Punkt materialny, poruszajacy sie tak,
ze od startu do zatrzymania przebywa droge L w czasie T', musi mie¢ w
pewnej chwili przyspieszenie > 4T 2L.

Niech f : [a,b]—R bedzie funkcja ciagla i dwukrotnie rézniczkowalna na
la, b]. Wykazaé, ze jedli f(a) = f(b) oraz My := sup, ., | " (z)| < 00, to
My = sup, . | f'(2)|< 552 M,. Sprawdzié to dla f(z) := (z — a)(b — ).

Niech funkcja f : R—R bedzie dwukrotnie rézniczkowalna; oznaczmy My, :=
sup,eg |f¥(z)| dla k € {0,1,2}. Dowiesé, ze jesli kresy Mg i My sa skon-
czone, to M1 < /2MyMas, przy czym oszacowania tego nie da si¢ poprawic.

Dowiesé, ze: (a) Jeslin € N; zg < x1 < -+ < xp, funkcja f : [xg,x,]—R
jest ciagla na [zg,21] 1 n-krotnie rézniczkowalna na ]zg, z1[ oraz f(z) =
f(x1) = -+ = f(zn), to I € €lwg,z,[: fM(E) = 0. (b) Jedli ¢ : [a,]=R
jest ciagta na [a,b] i dwukrotnie rézniczkowalna na Ja,b[, to 3 & €]a,b[:
p(a) = 20(%F) + o(b) = (55%)%¢" ().

Zalézmy, ze f :la,b|—R (moze byé¢ a = —oco lub b = +00) jest ciagla oraz
ma skorficzone granice jednostronne Iy := limg o f(2),l2 := lim, - f(x).
Dowie$é, ze: (a) f jest ograniczona na ]a,b[; (b) jesli Iy = Iz, to f prayj-
muje co najmniej jeden ze swoich kreséw na Ja, b[; (c) jesli Iy = la i f jest
rézniczkowalna, to 3 € €la, b[: f/(€) = 0.

Dowiesé, ze jedli funkcja f :]a, b[—R (dopuszczamy a = —oo lub b = +00)
jest n-krotnie rézniczkowalna oraz Vk € 0,n — 1 : lim,_qy f¥)(2) = 0 =
lim, ., f*)(z), to £ ma co najmniej n pierwiastkéw w ]a, b|. Korzysta-
jac 7 tego pokazaé, ze tzw. wielomian Laguerra Ly(z) := e” ddxnn (z"e"") ma
doktadnie n dodatnich pierwiastkow.




18. Obliczyé: (a) f19(0) dla f(z) := 2%cos2x; (b) fA09(1) dla f(x) :=
CTe 2. (o) f10)(3) dla f(z) = (/221

r2—2x+2 5—x

19. Obliczy¢ granice:
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(a) limg 1 xT=;
1—(cos z)5"® |
m3 )

e) limw_d(@ - L)
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e’”” 7(1::) () limg g ax;w (k) limg o S22 (1) lim, 4 (tg z) 8 27
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