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Zadania domowe z Analizy II. Seria 4. 23.05.2016

. Zapisaé catke I = fA f(x,y, 2)dxdydz, gdzie A\ € R3 jest czworoscianem o wierzchotkach (0,1,2), (1,0, —1),

(1,3,5), (1,0,2), w postaci calki iterowanej (lub sumy takich calek):
a) [dx [dy [ fdz; (b) [dz[da [ fdy.

. Obliczyé pole obszaru K C R?: (a) ograniczonego cykloidg (z,y) = (t — sint, 1 — cost), t € [0,27], i prosta

y =0;
(b) ograniczonego krzywa (z,y) = (sin2¢,sin3¢), 0 < ¢ < m; (c) K = {(z,y) : (ac +y

?)? < a(a® - 3zy®)};
(d) K = {(z,y) : az® —bxy+cy* < 0; 2,y > 0}; (e) K = {(w,y) az® —br’y+cy* <0; z,y

<a
> 0}, (a,b,c > 0).

Przestawic¢ kolejnoéc’ catkowania w calce:
12+4 2 2 ™ inz
a) fO dx f\/2:c z2 fdy’ f dx f \/1-2:-295 x;ﬁ fdy7 (C) fO dx fxz fdy’ (d) fo dx fjsiix fdy7 fo dyf fd‘r

Przedstawié I := fo dx f dy [=1, ffy ¥ f dz w postaci calki iterowanej (lub sumy takich calek) o zadanej kolejnosci

calkowania:

a)I=[dz[dy[fdx;(b) I=[dax[dz][fdy;(c) I=[dy[dz[fdx;(d) I=[dz[dx][[fdy.

Obliczy¢ calki i skomentowaé otrzymane wyniki: (a) [ dx fo dy =% € 55 () fol dy [ dxﬁ

Odwracajac kolejnosé calkowania wykazaé, ze f: day [T dan_y ... [7°dao [ f21)dsy = f f(x (b(:i):)?ldx.

Niech I oznacza catke podwéjng I = [ f(x,y)dzdy; sprawdzi¢, ze:
(a) K={a*+y* <a}, f=a"ly=T=73;0) K={2>+y <a2} f=aVal -2 = 1 =2

45 7
() K={(*+1y*)?<2°@* —y? x>0}, f=1=1=da>;(d) K={2,y>0,/E+/E<1}, f=
vy =T="2% (e K —{y>0,9x§y2,x2+y§4},f=:cy:1=—%;(f)K—{xy> 2>
xy<2}f—xy:>I—@;(g) ={? =y <20}, f=\4-22—y2=>1=28 5(3m —4) (h)
K = {2? +2y3<4myy>0} f=1=1=%;:( K:{(:cz—ax+y2)2§a(x2+y)} f=1=
I=4na; () K={a?+p*<a®},f=e"" >T=(" —Ur;(k K={y< 1,9:2(2—?;) <
y1-y?L f=1=1=%;(1) K={0<2<Z,0<y<2}, f=aycos(ay?) = I =—-% ; (m)
K={lz—yl<Ly>0}, f=ae ¥ =>I=1
Wryliczy¢ $rodek ciezkosci jednorodnego obszaru plaskiego K := {(, y) s> 0,0y > 1,2 + 4 < 2} (pray

x
a,b> 0, ab > 1 danych); sprawdzi¢, ze lezy on na prostej o réwnaniu £ = ¥.
Niech I oznacza catke potréjng I = [} f(z,y, z)dzdydz; sprawdzié, ze:

(@) K={z>0y>0z>0a+y+z<1}, flay,2) =Q+at+y+2)"" = I=3(log2-3);
) K= (a4 42 202 40 <o) Sy =2 4yt 42 > L= GOV -85 (0 K=

s <) ey =15 - -2 o T=Tabe; (d) K = {a24y? < 2 < 2e? +y?), 02 <
ygx}, f(xay7 )_1 = I_ga(e) K:{x2+y2+22§x}a f(x7yvz): Vx2+y +Z2 = I_l()
Obliczy¢ $rednig wartos¢ M(f, K) = [, f(z)dz / [, dx funkcji f na zbiorze K:

(a) K = {2 € R? : O§x1§10§x2§1}, f(x) = 2329; (b) K ={x € R?> : (11 —a)? + 2% <

r?}, f(@) =22 +23; (¢) K ={zx € R : 23 +23+23 < a1+ a0+ a3}, flw) =27 +23+23; (d)
K={reR:1<a?+a%+2%<4 23>0}, f(z) =2 + 3.

Znalez¢ érodek ciezkodci jednorodnej pétkuli Q := {z +2+¢y> + (2 —1)2 < 1,2 < 1}

Obliczy¢ objetosé bryt:

(a) By = {22 +y? + 22 < dz, 2?2 +y? < 3z}; (b) By :i= {22 +9y* + 22 < 1,2 > /22 +42}; (c) B =
{22 + 92+ 22 < 4,22 +y? < 3z}; (d) By := K1 UK, (e) Bs := Ky N Ky, gdzie K = {22 + % + 22 < 22},
Ky = {z? +y? + 22 < 2}.

Znalezé érodek ciezkodci jednorodnej bryty € := {2% + 3% + 22 < 1,2 > /a2 + y2}.

Znalez¢ moment bezwtadnosci wzgledem osi 0z stozka C' := {z2+y? < 22,0 < 2 < 1} o gestodci p(x, y, 2) = 2%

Oznaczmy Q := {(z,y) : = > 0,y > 0,2% + y?> < 1} oraz I, := fog sin” pdp dla p > —1. Liczac catke
/ K Az dy _ qywoma sposobami: jako calke iterowang i przez parametryzacje x = sin cos ¢, y = sin 6 sin ¢,

/1 2 — 2
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wykazaé tozsamos$¢ I,1,41 = Korzystajac z tej tozsamosci wyprowadzi¢ nastepujace oszacowanie:

. /—2@11) <I, < ,/;—p.

Znalez¢ sile przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng brylg B := {22 + 3% + 22 < 1,2 < 0} o gestsci
p =1, a masa punktowa m umieszczong w punkcie (0,0, 1);

2(1):-1)'

Znalezé sile przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng brylg B := {1 < 2z < 2,2% + % < 22} o masie
M, a masa punktows m umieszczong w punkcie (0,0, 0).

Znalez¢ sile przyciggania grawitacyjnego miedzy jednorodng brytg B = {22 + 4% <1 < 2 < 2} 0 masie M, a
masg punktowg m umieszczong w punkcie (0,0, 0).

Obliczy¢ objetosé caterowymiarowej kuli o promieniu R i powierzchnie jej brzegu (czyli tréjwymiarowej sfery).
Znalez¢ mase sfery jednostkowej o gestosci powierzchniowej réwnej odleglosci od osi z.
Obliczy¢ mase elipsy o osiach (2,1) i gestosci liniowej A(z,y) = |y].

Obliczyé¢ site, z jaka jednorodna pétsfera Sy := {(x,y,2) : 2% + y* + 22 = 1, 2 > 0} o masie M = 1 przyciaga
grawitacyjnie punktows mase m = 1, umieszczong w punkcie (0,0,a) € R3, a # 1.

Dowiesdé, ze odwzorowanie ®(u,v) := (coshu cosv,sinhu sinwv) jest dyfeomorfizmem obszaru Q := {(u,v) :

0 < v < 7} na obszar ®(Q) = {(z,y) : y Z0lub —1 < z < 1}. Wykorzysta¢ parametryzacje ® do
. . 2 2 2 2 2 2

obliczenia pola obszaru K := {(a:,y) : cos:f@ w1 + sin]?{;2 75 =1z COS}zlz Uz + sinﬁ2 ug’ C0:2 vr siri/2 v1 <ls

2

L — L, x>0,y > 0} (przy zadanych 0 < uy < u2,0 < vy < vy < §), ktérego brzeg stanowia odcinki

cos? vy sin? vy : : v
tukéw wspdtogniskowych elips i hiperbol.

Niech S := {(z,y,2) € R3 : %+%=Z2,O§z§c} oraz f(z,y,z) = 1/%—1—‘%4—2’2. Obliczy¢ [ f, fs%

Wykorzystujac poprzednie bliczyé objetosé bryly obrotowej utworzonej przez: (a) szeScian o krawedzi a
obracajacy sie woko6t osi laczacej srodki jego dwéch przeciwlegtych krawedzi; (b) szescian o krawedzi a
obracajacy sie wokdt osi taczacej jego dwa przeciwlegle wierzcholki; (c¢) czworoécian foremny o krawedzi a,

obracajacy sie wokoét osi taczacej Srodki jego dwdch przeciwleglych krawedzi. Odpowied?. (a) 57;‘Q/Ea?’; (b) %a3;

(c) ™43,



