1 Wyklad 03.10.2016.

np. Sfera np.Kula

i ~~ . _ ~~ — .
Przyktad 1.1. Niech S  bedzie brzegiem obszaru V' C R3, a E bedzie polem elektroma-
gnetycznym zadanym przez rozktad tadunku p(z,y, z) € R. Wowczas

Fodd =2 L[ pav
%S ' o 60@( calkowity tadunek ) o ;0 /p

zamkniety wewnatrz S

— — — —
Specyfikacja tw. Stokesa daje: [, v - EdV gdzie: - E = 0,E, +0,E, + 0.E.

Skoro V' C R? jest dowolnym obszarem:
_— 1 . s . .
vV-oE=2p -Prawo Gaussa w postaci rézniczkowej

Tto algebraiczne tw. Stokesa
Niech V bedzie przestrzenig wektorowa nad R; dimV < co. Notacja: Symbol V* bedzie oznaczal
k-krotny iloczyn kartezjanski V x V x V xV x ... x V.

k-krotnie
Moéwimy, ze funkcja 7' : VF — R jest k—liniowa jesli:

o T'(v1,V2,. .., Vi1,V + Vir, Vig1, -, V) =
=T(V1y oy U, Vig1y o, V) + (01,00 Vi, Vi1, o vy Ug)
oo T(vy,...,av;,...,v5) = aT(v1,...,04...,0)

dla wszystkich ¢ € {1,2,...,k}, v; € V oraz a € R. Zbiér takich funkcji oznaczamy J*(V'). Zbi6r
takich funkcji tworzy przestrzen wektorowa. Element T € J*(V) nazywaé¢ bedziemy k—tensorem.

Przyktad 1.2. 1. Dla k= 1: JY(V) = V* - przestrzen sprzezona do V.

2. V =R,[]; rozwazmy funkcjonal ¢ € V* dany wzorem ¢(w) = w(1). Niech T' € J*(V') bedzie
2-tensorem danym wzorem:

T(wy, wp) = /0 w1 (w8t

3. S € J3(V) gdzie:

S (wy, wy, ws) = (/01 wl(t)w2(t)d75> ~w3(1) E (T @ ) (wi, wa, w3)

Definicja 1.3. Niech S € J*(V) oraz T € J' (V). Wéwczas k +1 tensor S ® T definiujemy wzorem:

(S ® T)(Ulav27 ey Uy U1y - - - ,Uk+z) = S(Ub e ,Uk)T(UkH, e >Ul~c+l)

i nazywamy iloczynem tensorowym S oraz 7.
Wilasno$ci operacji ®:

L ($149)@0T=50T+5%T, S (Ti+T)=S0T,+5e T
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2.a50T=a(S®T)=5S®aTl, Yer
3. (S ® T) ® R = S ® (T ® R), VSEJk(V),TEJl(V),REJm(V)7 da].ej piszemy S ® T ® R
Definicja 1.4. (Przestrzenie JF(V))

l-razy

——N—
T € JF(V) jest odwzorowaniem T : V x ... x VxV*x...xV* — R liniowym w kazdym z
k
-razy
argumentéw. Zauwazmy, ze J& = J*(V).

Uwaga 1.5. Oznaczmy dim (V') = n.
Niech {vy,...,v,} bedzie baza V oraz {¢1,...,¢,} bedzie baza V* dualna do {vy,...,v,}:

ldlat=y
#ilvs) = { 0 dlai#
W szezegdlnodei mozemy rozwazaé k—tensory ;, @ @i, @ 0 @ ... @ ;. € JEV), gdzie: 1 <
i1,i2,...,’ik <n

Twierdzenie 1.6. Przy powyzszych oznaczeniach {¢;, ® @i, ® ... ® ¢, : 1 < iy, la,...,0 < n}
jest baza J*(V), dlatego dim J*(V) = n*

Dowdd. Zauwazmy, ze dla 1 < iq,19,...,% < noraz 1 < ji, Jo, ..., Jr < n mamy
((,01'1 ®...Q Spik)(vjlﬂ e 7Ujk) = 51'17]'1 RN 5%7]1@

Niech T € Jk(V) oraz wi, ..., Wi € V, w; = E?:l Q;jVj, Qg4 eR

n

T(wl,...,wk) = Z a1, ’...'(lkjkT(’Ujl,...,Ujk)
J15--Jk=1 i
= > T(vj, -, v5) @5 (wi) - @, (wy)
J1yenJe=1
= ( > T(Uju--~7vjk)'(%'1®---®90jk)) (w1, ..., wg)
Jisenjk=1

T = Z T(”jl""?%k)(@h®"'®90jk)

JiyeJk=1
czyli rozwazany ukltad k—tensoréw rozpina przestrzen J*(V).
Liniowa niezalezno$¢ {(y;, ® ... ® ¢;,) : 1 < j1,. .., Jr < n}. Przypusémy, ze

n

0= Z bi1,---7ik iy & ... Q Yiy
it yemig=1
Jesli spelniona jest ta réwnosé to jej aplikacja do uktadu (vj,,...,v;,), daje na mocy ()
bji,.jr = 0.



Definicja 1.7. Niech w € J*(V). Méwimy, ze w jest k—formg alternujaca jesli:
W(wy,y .o Wiy ooy Wy wy) = (—Lw(wy, ooy W)y e W W)

Zbiér takich k—form oznaczamy symbolem QF(V') C J*(V). Oczywiscie Q%(V) jest podprzestrzenia
wektorows. Zauwazmy, ze jesli w € Q¥(V), an € QY(V) to zazwyczaj w @ n ¢ QF(V).
Dalej, jesli T € J*(V) to Alt(T) € QF(V) definiujemy wzorem:

1
Alt(T)(wy, . .., wg) = i Z sgn(0)T(We1), Wo(2), - - - Wo(k))

toESK
oraz iloczyn zewnetrzny w € QF n € Q(V) definiujemy wzorem:

(k +1)!
Il

wAn= Alt(w ®@n)

2 Wyktad 7.10.2016:Tto algebraiczne tw. Stokes’a cz. 11

Przypomnienie 2.1. e V przestrzen wektorowa nad R dim V' < oo

e OF(V) to zbiér form alternujacych oraz QF(V) c J*(V)

e wc V) w:VxVxVxVx..—R

® W(V1, .oy Uiy ooy Vjy V) = —W(V1, ey Vg ey Uiy 2 V)

o Alt: JH(V) — QK(V)

o Jesli T € JH(V) to Alt(T) (v, ..., 0k) = 15 Loes, S9N (0)T (Vo(1)s - Vo(k))
Twierdzenie 2.2. w € QF(V) to Alt(w) = w. W szczegdinosci Alt(Alt(T)) = Alt(T)

Dowdd: Niech vy, ...,v, € V Wowczas

Alt(W)(v1, ) = 35 ges, SGN(0)W(Vo(1)s o) Vo(k))

= 31 Zoes, sgn(o)sgn(o)w(vy, ..., vy)

= % Yooes, lw(Vi, .., vk) = w(vy, ..., vg)
Biorac w = Alt(T) dostajemy Alt(Alt(T)) = Alt(T)
Przypomnienie 2.3. Dla w € QX(V), ne QL(V)

(K + L)

Podstawowe wlasnosci: dla w; € Q¥(V), n € QL(V)

wAnEQYTV) i wAn=

® (Wi twy) An=wi An+wy A1

o w /\77 — (_1)K+L



Twierdzenie 2.4. (Lacznosé iloczynu zewnetrznego)

1. Niech T e JE(V),S € JE(V) oraz Alt(S) = 0. Wowezas Alt(S @ T) =0
2. Niech T € JE(V), Se JEV), Re JY(V). Wowczas
Alt(AS R T)® R) = Alt(S®T ® R) = Alt(S @ AL{(T ® R))

3. Niech w € QE(V), n e QL(V) oraz p € QM(V). Wowezas (wWAn) Ap=wA (nAp)
Dowdd. Niech vy, ..., Vg, ..., vx4+1) €V

1
Alt(SRT)(v1, ..., VkyL) = K+ L) > 581(0)S(Voys ooy Vi ) T (Vo 15 oy Vo 1)

UESK+L
Niech G € Sk bedzie podgrupa tych permutacji ktére nie zmieniajg {K + 1,..., K + L} widad,
ze G =Sk C Sk, oraz

Z SEN(0)S (Vo -y Vorr ) T (Vo1 s ooy Vorgern ) = Z sgN(0)S (Vo -y Vo ) T (Vogey s +os Voge, ) = 0

oeG ocESK

=0

Niech 0g € Sk \G i niech (wi,...,wk+1) = (Vo(1)s - Vo(k+L)). WOWCZAS

> 881(0)S (Voys oy Vog ) T (Voge g5 oy Vogery ) = D SEN(G00)S (Wory s vy Worg )T (Worge s 1y oo Worse 1)

g€Goy oeG

=sgn(00) Y _ 8gn(0)S (W (1), s Wo (k)T Wore s oos Woge ) = 0
ceG
Dalej wybieramy: o1 € Sk \(G U G,,) itd. Wszsytkie kolejne wktady sa zero.
Rozwazmy K + L forme postaci Alt(S®T)—S®T Zauwazmy, ze Alt(Alt(SQRT)—(S®T)) =0

Na mocy punktu 1 twierdzenia mamy
Alt((A(S®T) - (S®T))@R)=0
wiec
Alt(AlL(S®@T)® R) = Alt(S® T ® R)
Sprawdzamy taczno$é¢ A:

(K + L+ M) (K + L+ M)
won AW An® ) = g

_ (K[‘("é!L];@!Alt(w Dn) @ p
:(K;éiﬁmAmw®n®m

| Vi
:(K;é@KUAMM®”Am@i%b’
:(iJ;I;Xfmaw®nAm

=wAnAp)

K+ L)
X1 Alt(w ® 1) @ p)

(WAN)Ap= Alt(<




Przyktad 2.5. V = R"” oraz (ey,...,e,) baza standartowa. Niech (¢, ..., ¢,) bedzie baza dualng
przestrzeni V*

o w=¢; A..A¢, to wyznacznik. Rzeczywiscie ¢; A ... A ¢, jest n-liniowa i alternujaca

G A A (s o n) = (1+11!1J;:.”1!+1)!Alt(¢1®...®¢n)(el,...,en)
!
% Z (¢1 ®..RQ ¢n)(60(1), ...,ea(n)) =1

: O’GSn

Uwaga 2.6. e Niech f:V — W bedzie liniowe

e Niech f*:V* — W* bedzie odwzorowaniem sprzezonym
Zauwazmy, ze: V* = JY(W) Zatem mozemy napisa¢ f*: JL (W) — JY(V)

Definicja 2.7. Niech T € JE(W) oraz f : V — W bedzie odwzorowaniem liniowym Wéwezas
definiujemy f*(T) € J5(V)

(D) vy, .covp) =T (f(v1),..., fog))
Wiasciwosci f* 1 JE(W) — JE(V):
1. f*: JE(W) — JE(V) jest operacja liniows.
2. Jesli S € JE(W) oraz T € JE(W) to

fr5eT) = f (5 fA(T)

w

frwAn) = f(w)A f*(n)
4. fX(QEW)) c QE (V)

3 Wyklad 10.10.2016.

V.~ J¥V) - tensory rzedu k
Przypomnienie 3.1. | f ~ T f*
W o~ JHW)

k-formy QF(V')  J*(V).
SeJNV), TcJ(V)~ ST c J (V)
weQFWV),neQ(V)~wAne QY

Przyktad 3.2. (vy,...,v,) - baza V', (¢1,...,¢n) - baza dualna. 1 < iy < ip < ... < i < n to
(i Ae o Api )€y - - -5 ei,) = 1. Przypomnijmy, ze dim J*(V) = n* oraz {p;, ®...®@;, 1i1,...,0 €
{1,...,n}} - baza przestrzeni J*(V)



Twierdzenie 3.3. Uktad {¢;, A... Ay;, 1 <1y <ig <...<ip < n} jest baza przestrzeni QF(V)
i stad dim (V) = (1) = e
Uwaga: w € QF(V),n e QA{(V)tow An = (-1 nAw

Dowéd. Wezmy w € QF(V) C JH(V). Fag, ..., € R t. ze:

w = Z a“,zkgp“@@golk

i1 ip=1

i1 ip=1

=Py APy,
Indeksy iy . . .4, mozna uporzadkowacé zmieniajac ewentualnie znak. Zatem w jest kombinacja linio-
wa:

1<ir <. . <ip<n
Liniowa niezaleznosé:
Jesli 0 =3"b;, .. i, iy Ao Ay, to:

le ,]k 0= szl g ©iq AN /\QOZ'k(’Ujl,...,Ujk) = bjlmjk'
]

Twierdzenie 3.4. Niech dimV = n oraz w € Q"(V). Dalej niech wy,...,w, € V, gdzie w; =
>0y agvj. Wowezas w(wy, . . ., wy) = det([ag]) - w(vi, ..., vp).

Dowdéd. Rozwazmy n-forme na R" postaci:

n((alb s 7a1n)7 ((121, s >a2n)a Tty (anla s 7ann)) = W(Z A131Viyy -« Z aninvin)'
i1=1 in=1
Zauwazmy, ze n € Q"(R™). Skoro dimQ"(V) = 1, to 3X € R t. ze n = X - det. Dalej, skoro
det (e1,...,en) =1to A=n(ey,...,en) =w(vy,...,v,). Mamy wiec:
—_———

baza stand. R"™

w(ws,...,wy) =n((a11, ..., a1n), (@21, .., @2), -, (Qn1y - -y Qpn)) = w(V1, ..., v,) - det([ai;])

Orientacja przestrzeni wektorowej:

Uwaga 3.5. Niech (vy,...,v,) bedzie baza przestrzeni wektorowej V. Niech (wy,...,w,) bedzie
druga baza przestrzeni V, a wigc w; = Y7 a;v;. Mowimy, ze bazy (v;) i (w;) zadaja te sama
orientacje przestrzeni V' jesli det([a;;]) > 0. Zbiér wszystkich baz przestrzeni V' dzieli sie na dwie
klasy, zadanie orientacji polega na wyborze jednej z nich. Niech w € Q*(V), w # 0. Wowczas
powyzszy podzial mozna opisa¢ biorac nastepujace dwa roztaczne podzbiory baz:



By ={(vi,...,v): w(vg,...,v,) >0}
By = {(wy,...,w,): w(wy,...,w,) <0}

Lokalne aspekty twierdzenia Stokesa:

Przyktad 3.6. Rozwazmy sfere S™ = {(z1,...,zp11): 21+ .. +22 4 =1} (p1,. .., Pnp1) =p € S™
W kazdym punkcie p € S™ mamy przestrzen styczng 7,5 = {(z1,...,Tp41): @ L p}. UpesnT,S™
jest tzw wiazka styczng sfery S™.

Niech O C R™ip € O Rozwazmy zbiér {(p,v): v € R"} i oznaczmy go R}. Definiujemy strukture
przestrzeni wektorowej w R

L (p,v) + (p,w) = (p,v +w)
2. A(p,v) = (p, \0)

TO :=UpeoR} - oznaczenie; zamiast (p,v) bedziemy tez pisac¢ v, € TO.

Definicja 3.7. Niech F': O — TO. Méwimy, ze F' jest polem wektorowym (na O) jesli F(p) € RY.
Niech p € O. Vieny mozemy rozwazaé przestrzen wektorowa Qk(RZ).

Definicja 3.8. Niech w : O — U,eoQ¥(R?). Méwimy, ze w jest k-forma rézniczkows na O jesli
Vpeo w(p) € Qk(RZ)-

Niech (ey,...,e,) bedzie baza kanoniczng R" oraz (¢1,...,¢,) bedzie baza dualna. Wowczas
Vp((p,e1), ..., (p,en)) jest baza RY. Piszemy e;(p) = (p, e;). Baze dualng oznaczamy (¢1(p), - - ., ¢n(p))-
Kazda k-forme w na O mozemy zapisa¢ w postaci w(p) = >, < <, Wir,in (@) @i (D) A oo A @i (D).
Moéwimy, ze w jest klasy C** (lub w jest gtadka) jesli funkcje w;, sg klasy C*. Zbiér k-form
rézniczkowych gltadkich na O oznaczaé bedziemy QF _ (O).

rozn

----- 2

Definicja 3.9. Niech f : O — R bedzie funkcja rézniczkowalna. 1-forme df na O definiuje sie
wWzorem:

df (p)(vp) = f'(p)v

U1
Przyktad 3.10. Niech i € {1,...,n} oraz z*: O — R, gdzie 2* : = v

U1

ox’ ox' ox'

0 (p)(vp) = (27)'v = o | = v =00))

Jxl’ "7 9zt Qan
~— ~— ~——
0 1 0

Uwaga 3.11. Kazda forme rézniczkowa zapisujemy w postaci:

w = Z wil._.ideZil VAP d.’lﬂ'lk

11 <...<tp



Cofanie form rézniczkowych:
Niech f : O — R™in € QF (R™) oraz niech f’ bedzie pochodna odwzorowania f. Wéwczas

f*n € QF _ (O) definiujemy wzorem

(Fn) ) (vy, v2, . oh) = n(fEN((F' )0 ) s - (F ()0 ri))

Dalej pokazemy, ze

f*w—‘ Z (Wil ..... Zkof)dfll/\/\dlk,

gdzie f? - wspotezynniki f.

4 Wyktad 14.10.2016.

Przyktad 4.1. w € Q*(R?) dz,dy,dz € Q},.,,(R?)

gdzie w = xydz A dy + yzxdx A dy. Niech f: R? — R3

fH&m) £+
f&n) =1 r&n | =| &+7
A& m) &4
Jak wyglada f*(w) € Q7,,,,(R?)?

3g:R? — R (f'w)(§,n) = g(§,n)dE Adn

(frw)(&n) = E+m(E+nH)d(E +n*) A +7°) + (E+n)(E+7*)(E +7°)d(E+n) Ad(E +1?)
(E4n)(E2 +n?)(32dE +3n>dn) A (26dE+2ndn) + (§+n) (€2 +17) (€2 +n°)(dE +dn) A (26dE + 2ndn)
(E+ ) (&2 + 1) (6670 + 67°E) + (E+n) (& +7°) (& +1°)(2n — 26)(dE A dn)

Twierdzenie 4.2. Wlasnosci operacji f*:
1) frdg=d(ge f)
2) fflw+n)=fw+fm

(wAn) = fwA

4) h:R™ — R f*(h-w)=(hof)f*(w)

)
) f
3) [
)

Dowdd. f:R* — R™, g¢g:R™ — R

(frdg(p)(vp))
dg =>4, %dxz

d(go f) = St g% 55y _ _
> g%fjl.(p)vj
J

(f*dg)(p)(vp) = dg(f () ((f'(p)v) f(P))

Il
VS
Fle
—~~
~
—~

=3
SN—
SN—
o
H@
N—

= Zz’,j %(f(p))gﬁ (p)vj

- '
L 2 5J;j (p)v? i



Z drugiej strony (dg o f)(p) . | = Z” Bl (f(p))gj; (p)v’

A stad f*dg =dgo f O
Wtasnosé 2 i 3 sprawdza sie tatwo.

Twierdzenie 4.3. Niech w = hdx! A dz? A ... Ada™ oraz f : R® — R” - rézniczkowalna a
h:R" — R. To (f*w)(y) = (ho f)(y) - det(f"(v))dy* A ... A dy™.

fl(yla 7yn)

Dowdd. Funkcja f(yi, ..., yn) =

:fn(yla"-ayn>
f(w)=(ho fldz' o fAdz*o fA...ANdx" o f = (ho f)df' Ndf* A ... Adf"
:(hof) Z or ——dy" A oF ——dy"” afndyin

~_, Oy" Oy Oy'r
= (ho f) il’%}:l gyf: g;z dy™ A ... \dy™
= (hof) gsjn g;:l gyf ’ dy’ A ... Ndy°"
= (ho f)(a%;n sgn(a)aa?jjl gyf; Ydy' A .. A dy"

= (ho f)det(fdy" A ... A dy"

Definicja 4.4. Pochodng zewnetrzna d:
d:QF (R") — QML (R") gdzie w = Y5 o i Wiy

rozn rozn

7777777

dw= > dwj, ; Ndz" A Adc

-----
11<...<0p

Twierdzenie 4.5. Wilasnoéci d : QF

rozn

1) dw+n) =dw + dn

)
2) frdw = df*w
3) dw A p=(dw) A p+(—1)*w Adp
)

4) d(dw) =0; piszemy d* =0



Dowdd. Adl — oczywiste
Ad3 ~Niech w = w;,_;, dx™ A ... ANda' oraz p = pj,  ;dz/ A ... A dz?t. Wowezas

..........

d(w A p) = d(wiy i Pir,...rj dx“ Ao Ndx™ Adat A LA dat)

= (pj1,..j Qwi i —|— Wir,inlPjy ) N dz™ A A dx Adat A LA dat
(

Ad4 —Liczymy

d(dw) = Z d(%ﬂdﬂ Ada A ... A da™)

wil 77777 ik 7 7
—E — e ot A dad A dat A LA datt =0
odzidzi
.92 02 i j j i
gdyz 5t Wi,....ix axzamzwh _____ i adrt Ndx? = (—1)dz? Ndx
Ad2 — podobnie jak wyzej.. ]

Definicja 4.6. Niechw € QF _ (O). Méwimy, ze w jest zamknieta, jesli dw = 0. Jesli In € Q 0) :
w = dn to méwimy, ze w jest zupelna. Poniewaz d? = 0 to kazda forma zupelna jest zamknieta.

T‘OZTL(

Przyklad 4.7. w € QY(R?\{0})
dz

W= mrsdy — %=

z2+y? z2+y?
dw = d(x2+y ) A dy — d(x2+y ) Adx = (xz}ryQ - (IQQfZQ)Q)da: A dy — (xQJlrgﬂ — (:cgi—ny)Q)dy Adr =
<I23_y2 - (m22_f_cy2)2 - (a:2+y )d$ A dy = 0

czyli w jest zamknieta.

Czy 9n: R*\{0} — R t.ze w = dn? Dalej udowodnimy ze taka funkcja nie istnieje.

5 Wyklad 17.10.2016

Przypomnienie 5.1. Dotychczas na wyktadzie:
1. QF(V) - formy alternujace rzedu k.
2. R} - przestrzen wektorow zaczepionych w p, v, : v € R",p € R™.

3. QF(R?) - elementy sa postaci:
o= T Nade(p) A Az ()

eR, da'(p) e Q'(RY), i € {1,...,n}
Dla v, = o Lp| det(p)(zy,) =0t

10



4. k-forma rézniczkowa na O C R” jest odwzorowaniem:

O3pr— 3 N )da" (p) A -+ Ada'*(p) € Q(R}),

gdzie )\il i S COO(O,R)

.....

5. Formy rézniczkowe na O mozna cofaé przy pomocy
f:R"D>0O — OCR"

Wowcezas f*: QF (0) — QF _(O)).

rozn ( rozn

6. Formy rézniczkowe mozna rézniczkowaé zewnetrznie:

d: Ok (0) — QL ()

rozn rozn

w = Z Wiy ikdx“/\---/\dxi’“

-----

dw—z Z awil ----- Zkd INAZY A - A da®

J=li1<--<ig

Wlasnosci:

1. d(wAn) = (dw) An+ (=1)*w A dn dla wszystkich w € QF _(O),n € Q! _.(O).

rozn(

2. d(dw) = 0.

3. Dla f € C*(O,R) oraz g : O" — O zachodzi g*df = d(f - g). Przypomnijmy, ze df (p) =
z": axz( )dz*(p).

Stwierdzenie 5.2. Niech w € QF

rozn

(O) oraz g : R™ D O — O C R". Wowezas g*dw = dg*w.

Dowdd. Indukcja ze wzgledu na k. k = 1 - twierdzenie prawdziwe na mocy trzeciej wtasnosci. Krok

indukcyjny - wystarczy sprawdzi¢ dla n € QFFL(O) postaci n = w A dz gdzie w € QF _(O) a
ie{l,...,n}.
g d(w A da') = g*(dw A dz' + (—1)Fw A d(d2?)) = ¢*(dw A da’) =
= g*dw A g*dr' = d(g*w) Ad(2" - g) = d(g*w A d(z" - g)) = d(g*w A g*dx’) =
= dg*(w A dx")
[

Definicja 5.3. Méwimy, ze w € QF _ (O) jest zamknigta jesli dw = 0. Méwimy, ze w jest zupea
jesli An € Q

k a(0), ze w = dn. Kazda forma zupela jest zamknieta.

Definicja 5.4. O oS R™ nazywamy gwiazdzistym wzgledem 0 € R™ jesli Vo € OVt € [0,1] tx €
0.
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Twierdzenie 5.5. (Lemat Poincarégo) Jesli O C R™ jest zbiorem gwiazdzistym to kazda forma
zamknieta jest zupeka.

(0) — QF1(0). Dla w = fdx™ A--- A dz mamy:

rTozZn

Dowéd. Definiujemy operacje liniowg I : QF

rTOoZN

k 1
lw = Z(—l)a_l (/ tk_lf(tx)dt wi“d:pil A Adxie A--- A dajik’

0

gdzie dzio oznacza, ze ta 1-forme¢ pomijamy. Udowodnimy, ze Vw € QF _ (O) mamy w = dlw + Idw.

W szczegolnosei jesli dw = 0 to w = dlw i ktadac n = Iw mamy w = dn.

1
dlw =k / = f(tr)dt da™ A - - A dath
0

> (=1 (“Z t"f ftxdtx’adxmalx“/\ Adxie A - A de™

=1y

a=1 =
~of i i - i i
Idw=1|> == da/ Nda" A--- N\da™ Z txdtxjdxl/\ < ANdz't+
= 07 =14
> (D> 1y tkaj (tx)dt x'*dx’ Adx™ A~ A dzie A -+ A da™
a=1 j=1
1 n
dlw + Idw =k / M f(tr)dt dat A Ndat Y tk af (tx)dt 2’dz™ A - A da'™ =
2
0
1

1
(t’“f(t:c))dt Azt A - A dats =t F ()| det A A dat = w
0

|
—
QL‘gL

Przyklad 5.6.

"0
w:dfzzaf
i=1

—_

o f (0 ) d
Tw = Z ! (a:;fi( ) Z a; r'dt = af(tx)dt = f(z) — £(0)
=1y 0

0

Uwaga 5.7. n taka, ze w = dn jest okreslone z doktadnoscig do czynnika addytywnego, tzn. jesli
€ Q1 (0), taka ze dn/ = 0 oraz w = dn to réwniez w = d(n +71').

rozn

12



6 Wyklad 21.10.2016 r.

O C R™ - zbiér otwarty.

Definicja 6.1. Odwzorowanie ciggle ¢ : [0, 1]¥ — O nazywamy singularng k-kostka.
Przyklad 6.2.

0. p € O, ¢(x) = p dla wszystkich x € [0, 1]*

1. I":[0,1]" — R™, gdzie ["(z) = x

¢ sin(w() cos(2mn)
3. (0,1 5 (§,¢n) = | &sin(m() sin(2mn) | € R?
£ cos(nC)

Brzeg singularnej k-kostki

Definicja 6.3. Jezeli I™ - n-kostka, taka ze I"(x) = xz, to definiujemy (i, ) - $ciane kostki I™
wzorem:

1

(e = (2 e a2,

gdzie: i € {1,...,n}, a € {0,1}. Sciana n-kostki jest n — 1 kostka.
Przyktad 6.4. I7(z) = (0,z)

2
-1,

1 <

By B Az

>

2
Iy

Definicja 6.5. Niech c¢y,...,¢ beda singularnymi k-kostkami w O oraz aq,...,¢ € 7Z. Formalng
!

sume . a;c; nazywamy k-tancuchem w O.
=1

1=

Przykltad 6.6. n-kostce I"™ przypisujemy n — 1 tancuch 01", gdzie:

oI =3 3 (~1iterr,.

i=1 a€{0,1}

OI™ nazywamy brzegiem kostki .

13



Definicja 6.7. Niech ¢ bedzie singularng k-kostka w O, ¢ : [0,1]* — O. (i, a) - $ciang ¢ nazywamy
singularng & — 1 kostke ¢; , taka ze:
Ciq = CO Ifa.

Brzeg c jest k — 1 tancuchem danym wzorem:
k .
= Z Z (—1)Z+O(Ci7a.
i=1 ac{0,1}

Ogodlniej jesli ¢ = Z a;c; jest k-tancuchem, to brzeg Oc jest k — 1 taficuchem, takim ze:

i=1

l
Jc = Z CLi@CZ‘.
=1

Stwierdzenie 6.8. Niech ¢ bedzie k-tancuchem w O. Wowcezas 9(dc) = 0.

Dowéd. Niech i < j, policzmy:

—1,1 j j -2 1 j i—1 j -2
Loy (x, . at o a? 2o 2) =10 (o, 2t 2?7 B2 =
1 ‘ —1 —2
:<x’ 7a7mz7 737] 7571’3 ""En )
]+1ﬂ [n 1( ) 7xn72):(xla"'7a7xi7"'7xj>ﬁaxj+la"'7xn72)

= 1o I = Do 12!

Podobnie dla i > 7 mamy:

n nl_n nl
Iy 40 ] = ]

Dalej niech ¢ : [0, 1] — O bedzie sigularna k:—kostk@, wowczas:
Oc = Z Z 1)*ec
i=1 ae{0,1}
Stad:
9O¢ = Z Z z+a+y+6( z7a)j,ﬁ

t,j=1 Oé,ﬂe{o 1}

Zauwazmy, ze

(Ci,a)j,ﬁ = (Cj—i-l,,B)i,a dla ¢ <j oraz (Ci+1,a)j,ﬁ = (Q‘,ﬁ)i,a dla 7 > j

Zatem w powyzszej sumie, wyrazenia pod znakiem sumy skracaja si¢ parami i dostajemy

00c = 0. O

14



Definicja 6.9. Niech w bedzie k-forma rézniczkowalna na k-kostce [0, 1]*.
w= fdz' A... Ada¥,

gdzie: f:[0,1]* — R. Woweczas:

Ogolniej, jedli ¢ : [0, 1]* — O oraz w € QF, (O) to:

rozn

/w:: / c'w.
c [071}]6

Wyrazenie [ w nazywamy catky z w po singularnej k-kostce c.

l
W koncu dla ¢ = Y a;c; definiujemy:
i=1

l
/W:ZZCLZ'/WZ'GR.
=1

C C;

Twierdzenie 6.10 (Stokesa dla k-taticuchéw). Niech w € Q¥1(O) oraz ¢ bedzie k-taficuchem w

O. Wbwezas:
/dw = /w.
c oc

Dowéd. W pierwszym kroku dowodzimy dla ¢ = I*, w € QF1([0, 1]%).
w=Yfide' A Adai AdEt AL A dat

Weimyw:fdxl/\.../\@/\dxi“/\.../\dxk.

k
W:Z Z (1)t / Iﬁa*(fdxl/\.../\dxi/\.../\dxk):
Jj=1ae{0,1}

oIk [0,1]k—1

= (=1)"*! / f(xl,...,l,...,xk)dxl/\.../\(T:LTZ'/\.../\dxk+(—1)i / f(zt,...,0,..., 2"

[0’1%_1 [071%—1
0 ; w. Fubiniego
/dw = / 8f.(—1)z_1dx1dx2 ...dz®) . binieg
:Lvl
I* [0,1]%
= (-1)"! / (f(zt, ... 1. 2" —f(xl,...,O,...,a:k))dxl...(Tx\i...dxk.
[0,1]k71
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Analiza przypadku ogdlnego: w € QF1(0), ¢ : [0,1]* — O. Wprost z powyzszej definicji:

/w:/c*w
dc

oIk

[ [eaw= [acw= [eo= [u

¢ Ik Ik oIk Oc

i dalej:

7 Wyklad 28.10.2016.

Przypomnienie 7.1. (Orientacja przestrzeni wektorowej):
V jest przestrzenig wektorowa nad R. Orientacja V jest zadana przez wybor klasy baz V.
Bazy (e1,€2,...,e4) i (f1, fos- .-, fn) zadaja te sama orientacje V, jesli det(id!) > 0.

Orientacja rozmaitoSci:
e S™ jest orientowalna.
e Wistega Mobiusa nie jest orientowalna.

Niech M bedzie k-rozmaito$cia w R™ i niech € M. Ustalmy uktady wspotrzednych fi, fo : W — M
wokot punktu x.

Niech y € fi(W7) N fo(W3), czyli y = fi(a1) = fa(as), dla pewnych a; € Wy | ay € W,

Przestrzen styczng T, M mozna zorientowa¢ na dwa sposoby:

1. Orientacja T,M jest zadana przez baze (fi(el ), fis(e2,), ..., fi(ek)), gdzie (el ..., (k)
jest baza kanoniczng Ry .

2. Tak jak wyzej, ale przy uzyciu uktadu wspotrzednych fs.

Definicja 7.2. Méwimy, ze uklady fi i fo sa zgodne, jedli zadaja takie same orientacje T, M dla
wszystkich y € f1 (W) N fo(Wy).

Definicja 7.3. Méwimy, ze rozmaitos¢ M jest orientowalna, jesli istnieje system zgodnych uktadow
wspotrzednych pokrywajacych M.

Definicja 7.4. Méwimy, ze M jest zorientowana, jesli zostal dokonany wybor systemu zgodnych
uktado wspotrzednych.

Uwaga 7.5. Uktady wspotrzednych f; i fy sa zgodne jesli:
det(fy ' o f1)(a1) >0

gdzie fi(a1) =y.
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Orientacja rozmaito$ci z brzegiem oraz indukowana orientacja 0M:
Niech x € OM. Niech UV, h: U — V beda jak w definicji rozmaitosci z brzegiem.
Zatozmy, ze M jest zorientowana.

Definicja 7.6. Niech (vy,vs,...,vx_1) bedzie baza T,0M. W T,0M wybieramy orientacje: ba-
za (v1,ve,...,05_ 1) jest zgodna z ta orientacja, jesli baza (f.(—ex),v1,vs,..., vk 1) jest zgodna z
orientacja T, M.

Przyktad 7.7. Oznaczmy H* = {z € R* : 2% > 0}.

1. M=H*,0M =R!
M orientujemy kanonicznie. Czy kanoniczna orientacja OM jest orientacja indukowana? Ba-
za kanoniczna R jest e;. Zatem musimy ustali¢ orientacje bazy (—es,e;1). Sprawdzmy znak
macierzy przejscia:

0

det(id{, ")) = det [1

e1,e2)

-1
=1
0 ] >0
Z tego wynika, ze OM jest zorientowana kanonicznie.
2. M =H?, OM = R
Otrzymujemy baze (—egs, e1, e3) 1 poréwnajmy ja z (eq, e, e3):

det(idg_eS’el’EZ) = det(

e1,e2,e3)

00 -1
100)2—1<0
01 0

Czyli indukowana orientacja brzegu OM jest przeciwna do kanonicznej.
3. Ogdlnie orientacja OH* jest (—1)¥x orientacja kanoniczna.

Calkowanie k-form na rozmaito$ci zorientowanej M:
Niech w € QF (M) oraz niech ¢ : [0,1]* — M bedzie kostka singularng taka, ze istnieje W O [0, 1]*

rozn

oraz uktad wspotrzednych f: W — M taki, ze c = f
[0,1]*
Od tej pory rozwazamy kostki takie jak wyzej gdzie f jest zgodne z orientacja M. Mowimy wtedy,
ze ¢ zachowuje orientacje. Majac w i ¢ jak wyzej definiujemy: fw = f c*w.
c Ik
Twierdzenie 7.8. Niech ci,co beda kostkami zachowujacymi orientacje M oraz w € QF _ (M),
ktora zeruje sie poza ¢ ([0, 1]%) N ex([0, 1]¥) Wowezas:

[ ]
c1 Co
/w—/c*{w— /(020021001)*w— /(021001)*oc§w

a [0,1] [0,1]* [0,1]

Dowod.

Niech ¢ bedzie odwzorowaniem miedzy podzbiorami k-kostek takim, ze ¢ = c;' o ¢; oraz niech
cyw = fdx' A dxk. Wowezas:

g (fdx* A ... Ada®) = (fog)(det ¢) dx' A...Ada" = |det ¢|(fog)dx' A... Ada"
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gdzie skorzystalisSmy z tego, ze det ¢’ > 0 (¢; zachowuja orientacje). Z twierdzenia o zamianie

zmiennych:
et o v dx...dx" = v dx®...dx" = Cchw = w
/|d Jd(fog)d Yda? .. da® /fd Ydz? .. da® / 5 /

[0,1]% [0,1]* [0,1] c2
O

Przypomnienie 7.9. (Rozktad jednosci)
Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia z brzegiem. Niech (O;);e; bedzie otwartym skonczonym pokry-
ciem M, czyli O; C R" oraz M C U O;

i€l
Rozktadem jednosci zwiazanym z (O;);e; nazywamy uklad funkcji ¢; : R™ — [0, 1], takie ze ¢; sa

gtadkie, supp ¢; C O;, oraz:
Y pilr) =1
iel

dla wszystkich © € M.

Definicja 7.10. Wezmy w € QF _(

M) taka, ze istnieje kostka c : [0, 1]¥ — M zachowujaca orienta-
cje, taka, ze w zeruje sie poza ¢ ([0, 1]

k) Wéwezas definiujemy [ = [ ¢ w. Jest to dobra definicja,
M- [0,
gdyz nie zalezy od wyboru ¢ (patrz Twierdzenie 7.8).
Ogolnie wybieramy pokrycie (O;);e; rozmaitosci M oraz rozklad jednosci (¢;)ie; tak, aby ¢;w
spelialy zatozenia powyzszej definicji. Nastepnie definiujemy:

[+% ]

el

Twierdzenie Stokes’a:

Twierdzenie 7.11. Niech w bedzie k-1 formg rézniczkowa na zorientowanej k-rozmaitosci z brze-

giem. Wowczas:
/ dw = / w
M oM

Dowdd na nastepnym wyktadzie (4.11.2016)

8 Wyklad 04.11.2016.

Dowdéd twierdzenia Stokesa. Przypadek 1

Uwaga 8.1. M to k - wymiarowa rozmaitos¢ zorientowana, M ma orientacje¢ indukowana oraz
w € QF1(M). Dowodzimy, ze

/ dw = / w

M oM

Niech ¢ : [0,1]¥ — M bedzi¢ singularng kosta t.ze jedyna $ciang c¢ majaca wewnetrzny punkt
wspOlny z OM jest $ciana cy .
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Przypomnienie 8.2. Orientacja brzegu potprzestrzeni H* = {z € R : 2 > 0} (9H* = R*1) jest
(—1)*. orientacja kanoniczna.

Stad ¢ zachowuje orentacje brzegu < k - parzyste. Z drugiej strony mamy

Oc = Z (—1)““01-706.
i=1,... .k
a#0,1

Zatem, jesli w jest k — 1 forma znikajaca poza c([0, 1]

Jomr
oM
7, drugiej strony
/dw—/dw—/c*w = /dcw—/w—/w—/
-

[0,1]* Z tw. Stokesa dla lancuchow

Przypadek 2 Zalézmy, ze w jest k — 1 forma taka, ze 3 k - tancuch ¢ : ([0,1]F) — M\OM oraz
w jest zero poza c([0,1]%). W szczegdlnodci, z gtadkodci w jest ona réwniez réwna zeru na brzegu
([0, 1]%). Poniewaz w jest zero na OM to

/ w=0.

oM

/dw_/dw = fe=o

tw. Stokesa dla tancuchéw de

A z drugiej strony

Przypadek ogdlny Niech (O;);c; bedzie pokryciem M oraz (¢;);c; rozktadem jednosci wpisanym
w to pokrycie t.ze V;¢,w jest k — 1 forma jednego z powyzszych typow. Wowcezas, skoro > ;cr ¢ =1

na M to

i€l el
Zatem, takze

el

Dalej

iEIM
=3 [ d(éw) / b = /
zEIM zGI oM
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Klasyczne formy twierdzenia Stokesa Niech F(x,y,2) = (F'(z,y,2), F*(z,y,2), F3(z,y, 2)).
Wowcezas rotacja

2 3 1 3 2 3
szr:< OF>  OF* OF' OF _aF_+aF)

- + ) - )
0z y ~ 0z Jy 0z dy
Zwiazek rotacji V x F' z pochodng zewnetrzng Wezmy 1-forme
w=F'"Ndx+F*Ndy+ F* Ndz

OF? OF3 OF' OF3 OF' OF?

Dywergencja divF pola F' nazywamy funkcje

oF; N oF, n 0F;
ox oy 0z

F  0F OF
O OBy OB o ndy A dz = divFda Ady A d-
ox dy 0z

divF =

d(F'dy A dz + F?dz Adx + Fdx A dy) = (

Forma Objetosci M C R" - zorientowana k - wymiarowa rozmaitos¢ v € M ~» T, M C R%. Na
R? mamy iloczyn skalarny v, w € R? to (vjw) = > ; z;w;. Ten iloczyn zadaje iloczyn skalarny na
T, M przez obciecie do podprzestrzeni. Niech (fi, ..., fr) bedzie baza ortonormalna 7, M zgodna z
orientacja. Jw(z) - k - forma na T, M t.ze w(z) = (f1,..., fr) = 1. To definiuje forme rézniczkowa
w € Quezn (M) oraz w nie zalezy od powyzej dokonanych wyboréw. Méwimy, ze w jest forma objetosci
na M.

Przypadek szczegdlny Niech n =3, k =2 (np. sfera). Dla z € M definiujemy m(z) € R? jako
taki wektor unormowany, ktéry
e Vx € T,M mamy n(z) L v

o jesli v,w € T, M jest baza zgodna z orientacja to (v, w,n(z)) jest zgodna z kanoniczna orien-
tacja R3

Latwo sprawdzi¢, ze w tym przypadku szegdélnym mamy
Vo, w e T.M w(x)(v, w) = (n(z)lv x w)
Zauwazmy, ze Ja € R t.ze v X w = an(z). Zatem, Vz € R3 mamy
(zln(@))(n(z)[v x w) = (z|n(z))(n(z)|an(z)) = (z|n(z))a = (z|lan(z)) = (zv x w)

Wezmy za z = el. Wtedy skoro n(z) = ny(x)el+nq(z)e2+nsz(z)ed to ny(z)w(x)(v,w) = (e1|vxw) =
Vw3 — Wwovs = dy A dz(v,w). Stad na rozmaitosci M mamy tozsamosé

n(z)w(z) = dy A dz(*)

Podobnie dowodzi sie, ze
ne(z)w(z) = dz A dx(*)

ns(x)w(z) = dr A dy(*)
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Twierdzenie 8.3 (Klasyczne twierdzenie Stokesa dla div). Niech O C R?® bedzie podzbiorem
otwartym w R? oraz niech F bedzie polem wektorowym na O. Wéwczas

J@Rav = [m@lF@)ee

o 00
gdzie w jest formg objetosci na M.
Dowéd. Rozwazmy 2 - forme
p(x,y,2) = Fldy A dz + F*dz A do + FPdx A dy,

dp = (divF)dz A dy A dz. Zatem

—

)
/dideV = /dp = /Fldy Adz + F2dz A dx + FPde A dy™=
@] (@]

o

/(le + Fyny + Fing)w(z) = /(n(:p)|F(x))w(x)
1%

00

O

Twierdzenie 8.4 (Stokesa dla rotacji). Niech M C R3 bedzie 2-wymiarowg rozmaitoscia zwarta z
brzegiem. Niech F bedzie polem wektorowym na O C R?® oraz M C O. Niech ds oznacza 1-forme
objetosci na OM. Wybierzmy pole T wektoréw stycznych do OM t.ze ds(T) = 1. Wowczas

/ (rot Fln(z))w = /a (FIT)ds

M

9 Wyklad 07.11.2016.

Analiza zespolona i funkcje holomorficzne
Zrodta:

e P. Urbanski - Analiza III, rozdziat 18,

e F. Leja - Analiza zespolona

Definicja 9.1. Niech O C C bedzie podzbiorem otwartym, f : O — C i niech zy € O. Méwimy,
ze f jest holomorficzna w punkcie z; jesli istnieje granica ilorazu réznicowego M przy h
€ C dazacym do zera.

Jesli f jest holomorficzna w kazdym z punktow zy € O to méwimy, ze [ jest holomorficzna na O.

: con Ty Lot —F(20)
Uwaga 9.2. Z h zbiegamy do zera, a granica }lllm B

—0

nie zalezy od sposobu zbiegania.
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Notacja 9.3. Notacja: jesli f jest homolomorficzna to piszemy
df f(z0 + 1) = f(z0)
dz h

Stwierdzenie 9.4. (Reguly r6zniczkowania)
Niech f,g: O — C beda holomorficzne w 2y € O. Wowczas f + g, f - g sa holomorficzne w z, oraz:

o Wita) — & (1) 4 98 (5)

o L(f 9)(20) = FL(20) - g(20) + f(20) - E(20)
Niech @' C C oraz f(z9) € O'. Jedli h jest holomorficzna w f(z) to h o f jest holomorficzna w
20 € O oraz L(ho f)(z0) = L(f(20)) L (20).

(o) = iy

V

Dowdéd. taki sam jak na Analizie I O

Przyktad 9.5. n € N funkcja C 3 2z —— 2" € C jest holomorficzna na C oraz

4(z") = nz""

Holomorficznos¢ szeregéw potegowych

Motywacja:

Przypomnienie: szeregi potegowe, sa to wyrazenia postaci ) .°a,z". Promien zbieznosci r,
gdzie 1 = limsup |a,|". Wowczas Y02 a,2" jest zbiezna dla wszystkich z : |z| < r. Co wigcej szereg
funkcyjny >0, a,z" jest zbiezny niemal jednostajnie na K(0,r).

Roézniczkujac 300 a,2" wyraz po wyrazie dostajemy szereg potegowy >0 na, 2" . Zréznicz-

kowany szereg potegowy ma taki sam promieni zbieznosci jak Y00 4 a, 2", gdyz {/n|a,| = /n- M
oraz lim,, .., ¥/n = 1.

Szereg Y0 4 a,z" jest niemal jednostajnie zbiezny na K(0,r). Powtarzajac argumenty o réz-
niczkowaniu szeregéw funkcyjnych z analizy rzeczywistej dowodzimy, ze szereg potegowy > 07 ; ap 2"
definiuje funkcje holomorficzna na K (0, r).

sin z

Whniosek 9.6. e*,cos z,sinz, e, e sg holomorficzne na C

Definicja 9.7. Jesli f: C — C jest holomorficzna to méwimy, ze jest to funkcja catkowita.
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Roéownania Cauchy’ego - Riemanna

Rozwazmy funkcje f : C D O — C. Dla z € O (z = z + iy) z,y € R oraz istnieja funkcje
v: O — R takie, ze f(2) = u(z,y) + iv(z,y).

Zatozenie: f - holomorficzna w z € O, z = x + iy.

lloraz roznicowy dla h =t € R oraz t — 0.

zo+h)— f(z w(x w(x —u(z,y) —w(x ou Ov
f(O"'h) f(): ( +tay)+ U( +t7ty) ( ay) ( ay) — am(x y)+ a (ZE,?J)

lloraz réznicowy dla h =it € iR C C oraz t — 0.

fz+h)—f(z)  ulz,y+t)+iv(r,y+1t)—ulz,y) —iv(z,y) ov 8u

h N it t—=0 Qy 8y

Réwnania Cauchy’ego - Riemanna

v

on(@,y) = Go(z,y)
(OR){ %Z(fﬂ,y) = i%(ﬂf y)

u(z, y)

v(z,y)

u, v speliaja warunki CR to funkcja f: O — C f(z) = u(z,y) + iv(z,y) jest holomorficzna w
u

W druga strone: udowodnijmy, ze jesli funkcja ®(x,y) = jest rozniczkowalna oraz

du
z = x +iy. Pochodna &: ¢’ = l Jo gg . Niech h = hy +ihy € C = R?
dr Oy

e [4]-[8 ][] (BB (3B

Yox

S

Zatem utozsamiajac R? 7z C dzialanie ®'(z,y) : R?> — R? zamienia sie na operacje mnozenia
hy + ihy przez liczbe zespolona 2% Qu 4 23” (%)

Rozniczkowalosci @ w terminach f oznacza, ze istnieje granica

‘f(z +h) = f(z) =¥ (z,y)h

h

|h|—0

Korzystajac z () mamy:

|f<z+h>—f<z> - (Grith|

h

h—0
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czyli

f(z+h)— f(2) ou  Ov
h B (&T —1—2830) h—0 0
oraz of 5 3
U v
@(z) = %(W/) + i%(%y)

Whiosek 9.8. Niech O C R? u,v : O — R i u,v spehiajg warunki CR. Jesli u oraz v sa klasy
CY(O) to f(z) = u(x,y) + iv(z,y) jest holomorficzne na C.

Przyklad 9.9. e = e%e™ = " cosy +ie” siny
———

N—_——
u(z.y) o(z.y)
ou ou .
%:e Cos Y a—y:—e sy o v
v, v dy O
a—y—e COS v a—:e sy

Rozwazmy 1-formy o wartosciach zespolonych dz = dx + idy oraz dz = dx — idy. Wowczas

dz—i—d?zdx dz—‘dfzdy‘
z 21

Jedli f: O — C jest klasy CHO) : f(2) = u(z,y) + iv(z,y) to definiujemy

ou Ov ou  Ov ou Ov.dz+dz ,0u Ov 1
D= dv = (— +i—)d — +i—)dy=(=— +i— — +i—)—(dz —dz

af du - idv (8x+28x) x+(8y+28y) Y (8y+18$) 2 +(6y+28y)2i( 2 dz)
s (Du 00 Du 0v\ dz0f 0f,
2 \0z oz dy Oy 2 " 0x dy
e

Definiujac:

0 10 .0 o 1[0 .0

— === -1 —=sla T4

0z 2 \ Oz oy 0z 2\ 0z oy

dostajemy df = %fdz + %fdf.
Stwierdzenie 9.10. Gdy f jest klasy C*(O) oraz % =0to f: O — C jest holomorficzne na O,

5 of _
Dowdd. Wystarczy CR < 52 =

0 1,0 0
1|0u Ov i ov N ou
e —_——— 1 —_— —_—
2|10x Oy or Oy
—_——
=0 =0
Zauwazmy, ze jesli f jest holomorficzna to % = %. n
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10 Wyklad 14.11.2016.

A(O)- zbiér f-cji holomorficznych na O o%w C. F-cja holomorficzna= f-cja rézniczkowalna w sensie

zespolonym.
dz := dx + idy dz .= dx — idy

lloczyny zewnetrzne:
dzNdz=0=dzNdz

dz \Ndz = —2idz N\ dy
feci(0)

9. _1fo .9
0z 2\0x Oy
0 _1(o 0
0z 2\dx 0Oy
fla,y) = u(@,y) +iv(z,y)
df:du—l—idv:a—fdz—i-a—fdz
0z 0z

Stwierdzenie 10.1.
f € CHO) jest holomorficzna < 1-forma o = fdz jest zamknigta.

Dowdd. Liczymy:

of of .~ of of
0z 0z

da=df Ndz ( dz + —=dz | Ndz azdz/\dz zazdx/\dy

Zatem doa = 0 & % =0 —holomorficznoéé¢ (przy zal. f € C*(0O)). O

Definicja 10.2. Catkowanie 1-form zespolonych po krzywych zorientowanych I' C C. Niech f :
O — C bedzie funkcja ciagta oraz I' C O. Rozwazmy 1-forme o = fdz = (u + iv)(dx + idy) =
udx — vdy + i(vdx + udy). Calka z funkcji f po krzywej I' nazywamy liczbe otrzymana nastepujaco:

/fdz ::/udx—vdy+i/vd:v+udy
r r r

Przyktad 10.3. Scalkowaé f(z) = 2% po éwiartce okregu. Parametryzacja I zgodna z orientacja.

™

[0; 5]

> e?eC, dz = de'? = ie"?dyp

/2 /2 .
/fdz = z/ / X% dp = z/ / e3dyp = 163“0 |6r/2: l(egi7r —-1)= S
r 0 0 3 3 3 3
Uwaga 10.4. C = R? ma dwie orientacje (kanoniczna i przeciwna do kanonicznej). Jedli M C C jest
2-wymiarowa rozmaitoscia (z brzegiem I') to M takze ma 2 orientacje, a stad I' ma dwie orientacje.
Jesli M jest kanonicznie zorientowana, to catke po I' z orientacja indukowang oznaczamy gSF (Sﬁr'
opcja przeciwna).
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Przyktad 10.5. M = K(0,1) z orientacja kanoniczna, to 0M = I'-okrag zorientowany przecinie
do biegu wskazowek zegara.

Whiosek 10.6. Jesli f € A(O) oraz M C O, T = 0M, to [ fdz=0

/F fdz= | fd: o Skes /M d(fdz) = /M 0=0

Whniosek 10.7. Niech f € A(O) i niech O C C bedzie obszarem gwiazdzistym. Skoro 1-forma
fdz jest zamknieta, to na mocy lematu Poincar’ego IF € CY(O) t.ze dF = fdz. Skoro dF =
‘Z)—Zdz + %—gdf = fdz to %—g = (. Zatem F' jest holomorficzna.

Wzér na F (z dokladnoscia do statej addytywnej).
Ustalamy s € O i niech I' C O bedzie krzywa o poczatku w a oraz koncu w z € 0. Wowczas:

Dowod.

]

/a " fdz o /F fdz = F(2) — F(a)

Funkcja logarytm.
Wezmy f(z) = 1. Naturalng dziedzing f jest C\ {0}. Dziedzing t¢ zmniejszymy bo C\ {0} nie jest
zbiorem gwiazdzistym. Zauwazmy, ze gwiazdzistym wzgledem 1 € C jest zbiér C \ Rgy.
Funkcje log : C\ R¢y — C definiujemy nastepujaco:

1
log(z):/ ;dz
1

Niech z = |z|e"®8* argz €] — 7, w[. Wybierajac odpowiednio I' mamy

ol 1 argz ]iv argz i ]
log(z) :/1 ;dt +/0 e log || +/ R log |z| 4 targz (%)
0

e

Zauwazmy, ze (x) = €'°¢* = 2. Niech a € C.
Funkcje potegowa C\ Reg 3 z — 2% € C definiujemy nastepujaco: z* := e

alogz

Twierdzenie 10.8. Wzd6r Cauchy’ego
Niech M C O bedzie 2-wymiarowa, zwarta, kanonicznie zorientowana rozmaito$cig z brzegiem
[' = OM. Niech a ¢ I'. Wowczas:

1. Jedlia ¢ M, to ¢ L%dz =0

2. Jeslia e M, to f(a) = = ¢ LEdz

211 Z—a

Dowdd. Adl. Jedlia ¢ M to funkcja z — % jest holomorficzna (na dostatecznie matym) otoczeniu
M. Zatem ¢ {2 dz = 0
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Ad2. Wowczas 5 (_Z) ma osobliwo$¢ w punkcie 0. Niech ¢ > 0 bedzie t.ze K(a,e) C M. Niech

a

M = M\ K(a,e). Wowczas z — ﬁ ) jest holomorficzne w pewnym otoczeniu M. W takim

razie:
0 QN ) dz+§1§ HONS
0K (a,e)

a1 2 —a rz—a z—a

55 fG) . SG)
0K(ae) # — @ r<z—a

Liczymy lewa strone. Parametryzacja 0K (a,¢) z = a + cel™) ¢ € [0, 27].

, dz
™ ip @
I — f(a+5€ )57/€ %0 / fa—l—se )d@—>277'2f()
0 gety
O]
Uwaga 10.9. 1. Znajomos¢ funkcji holomorficznej na krzywej I' = OM pozwala odtworzy¢ f

na catym M.

2. F-cja rézniczkowalna w sensie zespolonym jest oo-razy rézniczkowalna; o tym na nastepnym
wyktadzie.

11 Wyklad 18.11.2016

Wzér Cauchy’ego: f(z) = dC

27rz

Twierdzenie 11.1. O calce z parametrem
Niech f : [a,b]x]c, d[— R bedzie ciagta, oraz niech C%f(x, a) : [a,b]x]e, d[—> R bedzie funkcjg ciggla.

o

a

b
Wowcezas F(a) = [ f(x,a)dz jest rézniczkowalna oraz pochodna F'(a) = f 9 (2, a)d.

Przytoczony powyzej Wzér Cauchy’ego f(r) = 5= f d( jest caltky z parametrem z.

27m

z-x+w

~ kLS = g of
r r

Whiosek 11.2. £ € C1(Q)

&.‘&

Whniosek 11.3. L spetnia warunki Cauchy’ego-Riemanna.

Rzeczywiscie

af
dz
9
0z

(—f)(z) =L g 4 (f_C) dz = 0. Podsumowujac € A(Q).

Twierdzenie 11.4. Funkcja f € A(€2) ma pochodne zespolone wszystkich rzedéw (jest rézniczko-
walna w sensie zespolonym nieskonczenie wiele razy) oraz pochodna n-ta jest réwna:

JO) = F5 () = 25 § i trerdC
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Twierdzenie 11.5. Nieréwnos¢ Cauchy’ego
Niech 2 C C. Niech f € A(Q), r > 0 takie, ze K(a,r) C Q, gdzie a € Q. Wowczas ’f(”)(a)‘ <

o sup QL
(=a+ret?,p€el0,2m]

Dowdd. Wezmy I' = 0K (a,r). Wowczas

FOa)| = 2| [ L < zmnf|fa+re o < g2ixom sup |ffa-tre)]

a+ret?)retPido
rntlei(nt1)e

Twierdzenie 11.6. Twierdzenie Liouvilla
Niech f € A(C). Jesli f jest ograniczona to jest stala.

Dowdéd. Wystarczy pokazaé, ze % = 0. Ustalmy r € R, (dalej r — 00). Nieréwno$¢é Cauchy’ego
dla n =1 daje:
‘ﬂ(z)’ <L sup |F(O)] < 2, gdzie M € Ry : | f(¢)] < M dla wszystkich ¢ € C. Przecho-

dz C=z€'?,p€[0,27]
dzac z r do nieskonczonosci dostajemy - 4 — 0= f=const. [

Twierdzenie 11.7. Twierdzenie Gaussa
Jesli w jest wielomianem st(w) > 1 to 3z € C takie, ze w(z) = 0.

Dowéd (przez doprowadzenie do sprzecznoéci). Niech w(z) = ag + a12" + as2* + a,2". Przypuéémy,
ze w(z) nie ma pierwiastka: w(z) # 0Vz € C. Wowczas f(z) := ﬁ jest funkcja catkowita, (czyli
holomorficzng na calej plaszczyz’nie zespolonej C). Ponadto skoro zh_}rgo ﬁ = 0 to f jest ograniczona,

czylidee C: f(z) =c= T Czyli w(z) = 1 = st(w) = 0, sprzecznos¢. O
Przyktad 11.8. Rozwazmy funkcje rzeczywista, gdzie f(z) = € 52 r 7&8
r =

f jest funkcja ciggly w zerze, jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna i wszystkie jej pochodne
w zerze wynosza zero: f™(0) = 0. Zatem f nie mozna rozwinaé w szereg taylora wokél zera.

Twierdzenie 11.9. Twierdzenie Taylora

Niech f € A(Q), K(a,r) € Q. Wéwczas szereg f(a) + (z —a)f'(a) + .. + w(z —a)" + ... jest
niemal jednostajnie zbiezny na K(a,r) do f(z)
dedn.zb.
nna X, gdy sup|fu(x) — f(z)] = 0

n—oo

Przypomnienie o jednostajnej zbieznosci: fn

, . . (n) . S .
Dowdd. Udowodnimy, ze szereg ZfT(a)(z — a)" jest zbiezny jednostajnie na K(a,r’) dla r' <
r. Wykorzystamy kryterium Weierstrassa, ktore méwi o zbieznosci jednostajnej. Zauwazmy, ze z
nieré6wnos¢i Cauchy’ego mamy
\"
T mn < () 01
r

(n)

’f @,
n!

gdzie stata Cy = sup ’f(a + rei‘z’)‘. Skoro T; < 1, to z kryterium Weierstrassa szereg

¢€[0,27]

| .
< sup ’f(a + re’?)
nr™ ge0,.2x)

™) (a

n!
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jest zbiezny bezwzglednie na K(a,7’).
Przypomnienie Kryterium Weierstrassa:
jesli |fn(2)| < a, oraz Y a, < 0o to szereg jest Y f, jest jednostajnie zbiezny.
Aby wykazaé xbieznosé > %(z —a)"” do f, korzystajmy ze wzoru Cauchy’ego

f2) = 5 ¢~g¥la

(¢~al=r
Skoro
I 1 B 1
(=2 (-ata—z ((-al-=2)
oraz
|z —al <[¢ —q
to

Zatem zamieniajac ¢ z Y dostajemy:

00 o (n)a
R M S e N

2mi

j¢—al=r

gdyz

12 Wyklad 21.11.2016.

f-holomorficzna

Szereg Taylora:




Wiemy juz ze jedli istnieje

d dr
s f(a) to istnieje f\"(a) := o f(a), neN

Whioski z twierdzenia Taylora:

1. Jedli Q jest obszarem spéjnym oraz a € 2 i mamy Vn € NU{0} f™(a) =0to f(z) =0 Vz€Q

Dowdd. € jest spéjny < jedynym niepustym podzbiorem €2 ktory jest jednoczesnie otwarty i
domkniety jest €.

Niech © C Q gdzie © = {z € Q: f™(2) =0, n € NU{0}}
Zauwazmy, ze © # & (a € O)
Ponadto © = ) O, gdzie O, = {z € Q: fW(z) =0}

neNU{0}
Poniewaz f*) : O — C jest ciggla to O, C Q jest domniety.
Zatem O jest zbiorem domknigtym.
Zauwazmy, ze © C () jest otwarty: jesli zp € © to:

o ) (5
fo =S A g

— nl
=0(z0€0)
dla z € K(zo,7) r>0
Co pokazuje, ze K(z,7) C ©. Stad © = Qi f =0 na Q. O
2. Jeli Q-spoéjny oraz f,g: Q — C - holomorficzne i £ (a) = g™ (a) dlan € NU{0} to f = g na
zbiorze ()
Dowdd. Wystarczy skorzystaé z (1) dla réznicy f — g. ]

3. Jedli Q spojny oraz a, € 2 gdzie a, —ac Qt.ze a, #adlan e Ni f(a,) = 0. Woéwczas
f = 0 na zbiorze (2.
Innymi stowy, zera funkcji ktora nie jest stata sa izolowane.

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze f(a) = 0 dla n € NU {0} i skorzystaé z (1).
Niech ng C N bedzie najmniejsza liczba t.ze f"0)(a) # 0.
W szczegdlnosci:

o £k)(g o (k)
=3 0y = ey SOy = e )

P im0k
=:9(2)
gdzie g(a) # 01 g jest holo;r(lor)ﬁczna.
?egtf iil?pzzzgr{egz(Ci;é)%g_lo(éga_ga;o\?; soz.czegélnoéci g nie moze by¢ holomorficzna. n
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Szeregi Laurenta.

Przyklad 12.1. e= : C\{0{} — C. Funkcja "nie rozwija” sie w szereg Taylora wokét z = 0. Rozwija
sie za to w szereg w i

1 =1 1
ez = J— JE—
—nl oz
Ogolnie szeregi Laurenta maja postac:
o
> an(z — 20)"
k=—oc0

Definicja 12.2. Niech a € C r, R € Ryy i r < R. Otwartym pierscieniem o srodku w punkcie a i
promieniach r, R nazywamy zbiér R(a;r, R) ={2 € C:r <| z —a |< R}.

N

h' 4

Twierdzenie 12.3. Niech f : R(a;r, R) — C bedzie funkacja holomorficzna. Wowczas f daje sie

przedstawic¢ jako szereg:
[o.¢]

fE) = > anlz—a)”
gdzie: o
a:r<p<Rh. o

Szereg ten jest niemal jednostajnie i bezwzglednie zbiezny na R(a;r, R).

n—--auoo

Przypomnienie 12.4. g, — g jed. na z jesli sup|f,(z) — f(x)] —— 0
zeX
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Dowdéd. Ustalmy ', R',»" R":r <r' <r” <R’ < R <R.

Rozwazmy R(a;r’', R') C R(a;r, R)

OR(a; 7', R")jest suma okregu 0K (a, R') zorientowanego kanoniecznie (9 oraz okregu 0K (a,r’) zo-
rientowanego O. Niech z € R(a;r”, R”)

Wzér Cauchy’ego:

5— z 27m f— z 5— % 5
R(a;r’ R 0K (a,R") 0K (a,r’)

Dalej stosujemy oznaczenie sup | f(z)| = M(a,7)
z € 0K (a;7).
Zauwazmy, ze |z — a| < |€ — a

I 1 1 1 :°° (z —a)k
E i ata: Ea0-=) &k _ar

a

) 00 R/k
5— ’ Z’f ’|§ |k’+1\M(aR)§]R/k+1

i szereg jest bezwzglednie i jednostanie zbiezny w &.
Zatem z sumg mozna wyjs¢ przed caltke oraz

_ b S M CAO AN o W SUSRt (&)
yg f - 97 Z_: f(€) (€ —a)ktl kZ:;) omi (2 —a) % (€ — a)kt! d§
aK(a R) |—al=R |¢—al|=R’

Analiza wyrazenia

271 E—z
|¢—al=r'

I 1 1 1 B i (€ —a)*
z2—=¢ z—a+a—-§ (2—a) 4 o (r—a)kt

€ —al "

|Z _ a| ”

Zauwazmy, ze
(€~ a)

1 szereg

32



jest bezwzglednie i jednostajnie zbiezny w &.

W koncu: . .
k
—a)"d
o 5 el (GO
|§—al=r |§—al=r"
i szereg jest jednostajnie i bezwzglednie zbiezny na R(a;r”, R”).
Zatem:
1
f(z) = omi 2 a(z — a)*
gdzie:
1 F(e)de
" omi (€& — a)ktl
l6—al=F"

Poniewaz a nie nalezy do R(a;r, R) to

1 f(€)de 1 f(€)d¢
by % ( ()k+1d§ % ( <)k+1d§ r<p<it

omi ) i P E-w
eal=r e-al=p
i podobnie:
i § Gt P g <e<E
e—al=r e-al=p ]
13 Wyklad 25.11.2016.
Szereg Laurenta
f € A(R(z,7, R))
:ki be(z — 20"
bk:271m, §l§ (g_fi))lmdf r<p<R
fe~%ol=r

Niech f bedzie funkcja holomorficzna na R(zp,0, R). Méwimy, ze zo jest izolowanym punktem
osobliwym funkcji. Niech f(z) = > bp(z — 20)".
k=—0o0

e Jedli Vk < 0 mamy b, = 0 to méwimy, ze zy jest osobliwoscia usuwalna. Ktadac f(z) = bo
dostajemy funkcje holomorficzna na K(zg, R).

o Jedli k € N\{0}, by # 0 oraz VI < —k b = 0, to méwimy, ze zy jest biegunem rzedu k.
Wtedy:

b_s b_k+1 b_y 2
oo ——— + b+ b1(2 — ba(z — .
(Z—Zo)k -+ (Z—Zo)k_l + + ”— 20 -+ 0+ 1(2 Zo)+ 2(2 Zo) +
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e Jesli nieskoniczenie wiele wspétezynnikow stojacych przy ujemnych potegach (z—zg) jest rézna
od zera to méwimy, ze zg jest osobliwoscig istotna.

Przyktad 13.1.

. sinZ(Z)’ 2o = 0 jest osobliwoscig usuwalna.

sin(z) &L 2% (—1)F

2 :Z(2k+1)!

. ﬁn(z), 2o = 0 jest biegunem rzedu 2.

1 1 1

z(z—g—inb;—?—...)_z? —%+%—..
1 22 22 2 2

:; 1+<3!—5!+...>—|—<3!—5!+...> + ... | =
1 1+z2+ 1+ 1 i 1 1+22 7z4+
22 6 51 (3!)2 22 6 360

° e%, 20 = 0 jest osobliwoscig istotna.

1 1
=3
nlzn
n=0

1

° ()’ 2o = 0 nie jest izolowanym punktem osobliwym.

sin(%):Ogdyl:kﬂczyliz: L

Z kT oo

Uwaga 13.2.

1
boa= 5 P H(EE
|

§—zo|

Definicja 13.3. Jesli 2y jest izolowanym punktem osobliwym funkcji f to b_; nazywamy residuum
f W zy i oznaczamy symbolem Res,, (f).

Stwierdzenie 13.4. Niech zy bedzie biegunem rzedu n funkcji f. Wéowcezas:

1 !
Res., f = n—1) Jim <dz”—1<(z — zo)nf(z))>
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Dowdd. Szereg Laurenta:

b,n b7n+1 b*l 2
= . bo + b1(z — ba(z — .
f(Z) (Z _ Zo)n + (Z — Zo)nil + + Z— 2 + 0o + 1(2 ZO) + Q(Z ZO) +
(2= 20)"f(2) =b_p+b_ry1(z—20) + -+ b_y(2— 20)" " +bo(z — 20)" + b1z — 20)" " + ...
by +b_.i1(z — 20) + ... - anihilowane przy (n — 1)-krotnym rézniczkowaniu

b_1(z — )" ! - rézniczkowanie daje b_y(n — 1)!

bo(z — 20)" + bi(z — 2)"™ + ... - anihilowane po podstawieniu zq
]

Stwierdzenie 13.5. Niech 2, bedzie osobliwoscia izolowang funkcji f. Wowczas zq jest osobliwoscia
usuwalna < 3r > 0, ze sup |lf(2)| < M.
2€K (z0,7)\{z0}
Dowad.
= - oczywiste (f jest ciagta na pewnej kuli K(zp, ), wiec ograniczona).

21 . .
d . . +pet® 0id

< -p<r skoro by == § (5{(50))131 biorgc £ = 29 + pe'? mamy b, = ﬁ %%,

0

27
|E—z0|=p

lbr] < Mp~*, dla k < 0 oraz p — 0 mamy |by| < 0, a zatem b, = 0, k < 0. ]
Stwierdzenie 13.6. z; € C jest biegunem funkcji f < lim |f(z)| = oo.

z2—20
Dowad.

= - 2o - biegun rzedu k, to d¢g : K(z9,7) — C - holomorficzna, ze f(z) = mg(z) flz) =
Gmeyr (i bpn (2 = 20) +...), lim —[g(2)| = o0, bo [g(2)] = [0+l

z—20 |z—20l*
< - skoro lim |f(z)| = oo to Ir > 0 : f(z) # 0 na K(zo,7) a wiec f = % jest holomorficzna na
z—20
K(zg,r). Niech § an(z — 7)™ bedzie szeregiem Taylora funkeji f. Niech ny € N bedzie najmniejsza
n=0

liczbg, 7e apn, # 0. Wtedy f = (2 — 20)"§ ,gdzie § holomorficzna na K (z,r) oraz §(z) # 0. Wtedy
f(z)=(z— zo)_”%(z), ;(z) holomorficzna wokét zy € C, czyli 2y jest biegunem rzedu ny. O

Twierdzenie 13.7. (o liczeniu catek metoda residuéw)
Niech f : Q\{z1,...,2,} — C bedzie funkcja holomorficzng oraz niech I' C Q bedzie brzegiem
obszaru zwartego D C Q, ze I' N {z1,...,2,} = 0. Wowczas ¢ f(£)dé = 2mi 3 Res,,(f).

T z, €D

Dowdd. Vi wybieramy r; w taki sposob, ze K (z;,r;) N K(z;,r;) =0 dla i # j oraz K(z;,r;) C D.
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Stosujemy twierdzenie Cauchyego do M = D\ U K(z;,r;).

oM U U 8K(zj,rj)

z;€D
0= gﬁf(f)d&— 3 1(6)de
r ZjeD\S*Zjlﬂj
f(§)d§ = 2miRes, (f)
|§—z;1=r;
ygf(ﬁ)dé — 271 3" Res,, (f)
T z;€D

Przyklad 13.8.

2m
o J= [Q(sin(x),cos(z))dzr, gdzie Q jest funkcja wymierng dwoch zmiennych ciggla na okregu
0

1

jednostkowym. Podstawiamy sin(z) = =, cos(z) =
dr = &

1 (z—1 241 1 (2—2% 241
— J— z z d :2 ) — Z7 z
! §§ iZQ< 2 2 )Z mZReS@ﬂ( 2 2

|z|<1
oK (0,1)

1
z+z

55 e, dz = ie"dx = 1zdx =

z
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o J = [ Q(x)dx, gdzie Q jest funkcjg wymierng ciagla na R, lim 2Q(z) = 0. Wybieramy

kontugof‘.
A
2
)
>
-R R
R s
/Q(z)dz: /Q(x)dqu/Q(Rew)Rewidgo
r “R 0
/Q(Rew)Rewidgo sup |Q(Re")R|rw r— 0
) ©€[0,7]
Z Res, (f 2)dz —— /Q
Im( )>0 R=oo J R=oo

14 Wyklad 05.12.2016.

M(Q) - zbior funkeji meromorficznych na zbiorze €2

40,/ €M@ — Le M)
Przyktad 14.1. PQ e C[] — f = g € M(€). f ma osobliwosci tam gdzie () ma zera.

Twierdzenie 14.2. Jedli f € M(Q) oraz zy € € jest zerem rzedu k to zj jest biegunem rzedu k — 1.
Jesli zg jest biegunem rzedu k funkcji f to zg jest biegunem rzedu k + 1 funkcji f/. W szczegdlnosci

fre M(Q)

Dowdd. dla zer: f(z) = 300, an(z — z0)" 4z (2 — 20)" %, an(z — 20)" % = (2 — 20)Fg(2), gdzie
g(z0) = ap # 0. Zatem f'(2) = k(z — 20)1g(2) + (2 — 20)"¢'(2) i skoro g(z9) # 0 to f’ ma w zy zero
rzedu k — 1

dla biegunéw: f(z) = (z — 20) *g(z) dla pewnej funkcji g holomorficznej wokét zg t. ze g(zy) # 0.
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Zatem f'(z) = —k(z — 2z9) " 1g(2) + (2 — 20) *¢'(2). Skoro g(20) # 0 to f’ ma w 2z, biegun rzedu
k+1. [

Whniosek 14.3. 0 # f € M(Q),2y € Q jest biegunem rzedu k to 2z jest biegunem L ma w z

!
biegun rzedu 1 z residuum —k.

P —ke—z0) gt —m0) " (2) -k, d(2)
7(2) = —z0) F T

9(2) 0
% jest holomorficzna w 2.

Whiosek 14.4. zy € () jest zerem rzedu k to f7/ ma w 2o 0osobliwos$¢ rzedu 1 o residuum réwnym k.

Twierdzenie 14.5. (O liczbie zer i biegunéw)
feM(Q),D € Q- zwarty t.ze f na D nie ma zer i nie ma biegunéw — ﬁ D fT(f)dS = N,—N,,
gdzie N, - zera w zbiorze D liczone z krotnoscia, Np - bieguny w zbiorze D liczone z krotnoscia.

* _zeraf
X _ osobliwosci f

Dowdd. 3 $ & (€)ds = 5oy Reste(z:) = ks + kg + by — by — by = ks — by = N, — N, O

Twierdzenie 14.6. (Runge’go)
Niech f bedzie funkcja holomorficzna na Q, D € Q t.ze f(z) # 0 dla wszystkich z € dD. Niech

g : 2 — C bedzie holomorficzna i taka, ze |g(z)| < |f(2)| na 9D. Woéwczas liczba zer funkcji f + ¢
na zbiorze D jest réwna liczbie zer funkcji na zbiorze D.

Dowéd. Vt € [0,1] rozwazmy catke t — 5= f}ig (£)d¢ = N,(t) — liczba zer funkcji f+tg wewnatrz
D.

N, (t) jest funkcja ciagta t € [0, 1], calka z parametrem, przyjmujaca wartosci catkowite, zatem
N, (t) jest stata a wigc N,(0) = N,(1) (IV,(0) - liczba zer funkcji f na D, N,(1) - liczba zer funkeji
f+tg). O

Whniosek 14.7. z tw. Runge’go
Wielomian W (z) = a,z" + ap_12" 1+ ..+ ag, a, # 0, ma n pierwiastkéw liczac z krotnosciami.

Dowéd. f(2) = anz", g=an, 12" +a, 22"+ ... +ag
f,9:C— C, czyli Q =C. D = K(0, R) gdzie jest tak duze, ze |f(z)| > |g(z)|. Z tw. Runge’go
W(z) = f + g ma tyle zer co f = a,z" czyli n. O

TEORIA DYSTRYBUCJI
Nie istnieje funkcja f: R — R (t. ze f(x) = 0 dla = # 0) oraz t. ze dla wszystkich g : R — R
zachodzi wzér fj;o f(t)g(t)dt = g(0). W ksiazkach spotykamy sie z funkcja delta Diraca 6 : R — R

38



t. ze fj;o d(t)g(t) = g(0). Co wiecej funkcja & bywa rézniczkowana. Widuje sie tez wzory ©'(t) =
d(t), gdzie O jest funkcja schodkowa tzn.

1 t>0
o) = { 0 t<0
Sposob myélenia
Rozwazmy funkcje f € C(R)(funkcje ciagle na odcinku rzeczywistym). Znajac wartosci catek g —
fj;o f(t)g(t)dt gdzie g sa funkcjami gtadkimi o zwartych nosnikach mozna odtworzy¢ funkcje f.

Definicja 14.8. Niech f : R" — C. No$nikiem supp(f) € R™ nazywamy zbiér supp(f) =
{z € R, f(x) # 0}. Jesli supp(f) jest zbiorem zwartym to méwimy, ze f jest funkcja o zwartych
nosnikach.

Definicja 14.9. Przestrzen funkeji prébnych na R” to D(R") = {f : R® — C : supp(f) - zwarty
a f gtadka }

Przyktad 14.10. Krok 1

Y(t) gtadka, supp(y)) = [0, 00|

Krok 2
o(t) = Y(t)Y(1 —t) — gladka, supp(¢)=[0,1], ¢ — funkcja prébna

Przyktad 14.11. funkcja Gaussa R 5 z — ¢~ € R nie ma zwartego nosnika.

Notacja
RY — ustalmy N. a = (ay, .., ) — bedzie wielowskazZnikiem. o;; € Z, = {0,1,2,...}. Dla x € RY
definiujemy z® = " - 252 - ... - 20N,

L , alel 921 . 0°N
laf == a1 + ... + o, W koficu = = T o

Definicja 14.12. Przestrzen funkcji typu Schwartza (przestrzein Schwartza) to J(RY) = {f :

18l

N . a
RY — C : sup|z® - 55

f(z)] < oo} dla wszystkich wielowskaznikéw «, (3.

Przyklad 14.13. ¢ lllI° = ¢~ @)-@3) @) ¢ S(RN)

15 Wyklad 09.12.2016r. Teoria Dystrybucji

15.1 Notacja i przykltady

D(R™) - przestrzen funkcji probnych

Notacja 15.1. S(R™) - przestrzen funkeji Schwartza

} Przestrzenie funkcyjne

S(R™) nie jest przestrzenia Banacha, ale zaopatrzone jest w rodzine norm.
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Definicja 15.2. Dla Vk,l € N definiujemy || - ||, : S(R") — Ry wzorem

a(g\ﬁl
z 5:7;]0(1’)

[ fllxy = sup

zeR,|a|<k,|BI<I

T = (xlv"'awn) eR" a= <a1>"'aak) 6 = (ﬁla “'76[) O‘mﬁa = {0717253} t = ‘1'(1)[1 T x%“
(fr)nen € S(R™) méwimy, ze lim,, f, = 0 jesli Vk,l € N lim,, || fulle, = 0.

Definicja 15.3. Zbieznos¢ w przestrzeni D(R™): Rozwazmy normy || - ||x :  D(R"™) — R, ktoére
dane sa wzorem || f|| = supg <k ({%f(x)‘ Niech (fn)nen € D(R™) Méwimy, ze f, — 0 gdy istnieje
zbiér zwarty K € R™ taki ze: Vn € N : supp(f,) € K oraz Vk € N : || f,|[z = 0

Uwaga 15.4. Jesli (f,)nen € D(R™) oraz f, = 0 to [ g(2) fu(z) =0 (poniewaz istnieje K jak
wyzej) dla g € C(R™)

Stwierdzenie 15.5. Przestrzenie D(R") oraz S(R") sa przestrzeniami wektorowymi oraz dodawa-
nie i mnozenie tych funkcji sa operacjami cigglymi. Wtasciwosé ta maja rowniez operacje:

e SR")> f— z,f € S(R")
o SRY > f— L f SR

Dowdd: Dla czesci pierwszej postepujemy tak jak w przypadku przestrzeni Banacha. Niech (f,)nen C
S(R") tak ze f, 7% ustalmy k,1 € N Czy ; f, n=o0 )9

reguta Leibniza

< Crill fallrsg

a(g\ﬁl ;
2 5 (@ f)(@)

|2 fallky = Supoern jaj<h,jgi<i

n—00 §

Wiec jedli f, == 0 to takze z; - f,, —= 0 Podobnie dowodzimy ciagloéci f, — o
J

Definicja 15.6. Dystrybucja nazywamy liniowe i ciagte odwzorowanie D(R") — C Innymi stowy,
odwzorowanie T : R(R™) — C jest dystrybucja jesli Vfi, fo € D(R™) oraz A1, A2 € C mamy:

o T(A\ifi+Xafo) =T (M f1) +T(Nafo)

e Dla (f,)nen C D(R™) takie, ze istnieje zbiér zwarty K € R™ : suppf,, C K oraz jesli || f,||x —
0 to T(f,) "= 0

Przyktad 15.7. f : R® — C ciagta, to f zadaje dystrubucje Tf tak ze Vg € D(R™) mamy
Ty(g) = fRn f(x)g(x)d"x Dystrybucje tej postaci nazywamy dystrybucjami regularnymi.

Przyktad 15.8. f(z) = log(z) f jest osobliwa w zerze, ale x(log(z) — 1)" = log(z). W szczegdlnosci
log(z) jest funkcja catkowalng wokét zera. Podobnie, catkowalna jest funkcja log(|z|). Definiujemy
dystrybucje Tiog(jz)) Wzorem Tlog(op) = [ l0g(2)g(x)dx.

Przyklad 15.9. Wartosci gtéwna funkcji % ozanczamy symbolem vp% i definiujemy wzorem

Vp(i) (g)zei_r)%{/_:@;x)dx—i-/jow(x@dx}
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15.2 Operacje na dystrybucjach

Niech T' € D(R") oraz niech f € C*°(R") Dystrybucje f-T" € D(R") definiujemy wzorem (f-7)(g) =
T(f-9)

Stwierdzenie 15.10. Zauwazmy, ze fi - Ty, = T,.5, rzeczywiscie (fi - Ty,)(9) = Tr,(f19) = [zu f1 -
fa(g)da™ =T, .5,)Vg € D(R™)

Przyktad 15.11. f -6, = f(p) - 6,

15.3 Pochodne dystrybucji
Jesli T € D(R™) i € {1,...,n} to 22T € D(R") gdzie 2-T(g) = —T (

(5acbg>

Uwaga 15.12. Jesli f jest funkcja gtadka to zachodzi %Tf = T%if Sprawdzenie: g € D(R)
LTy(g) = —Ts (£9) = — [ f(x) - g (@)dz = [T f'(2)g(x) = Tp(g)

Przyklad 15.13.

=13 150
T = [ @) = [ ag) = 1700 =~ [Card@) = [ gty

Zatem f" = 0.

Przyktad 15.14. 0(g) = —d,(¢') = —4'(p)

16 Wyktlad 12.12.2016 r.

Przyktad 16.1. Tioz5(f) = fj:oo log |z| - f(x)dz, gdzie f € D(R™) (przestrzen funkcji probnych:
gtadkich i o zwartym nosniku)

Vpeliw(/f d+/f )
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Tia(f) = = [ loglal (o) = — lim (/ log(—z) - f(w)ds + / log(z >-f'<x>dsc) -

= — lim <1og(x)-f($);+log +o<> /E fla dx—/ flz)d )
= — Jim log(e)(/(~2) = (=) +vp (3 ) (/) =
= —Elir(r){r elog(e )(f<€) _€f<_€)) +Vvp (1> (f)=vp (i) (f)

Zauwazmy, ze jesli supp(f) € [-R, R], to

vp @) (f) = lim /Efgf)dx + 70]0555)@) =
= lim /f /f /Rod“/Rff)dx)
- (195 s )/M

[@)-10) 44 0
Funkei - gdyr#
i g a2

stwierdzenie.

jest funkcja gtadka, jesli fjest gtadka, ze wzgledu na nastepujace

Stwierdzenie 16.2. Niech f € C*(R), takie ze f(0) = 0. Wowczas istnieje funkcja gladka g, taka
ze f(x) =z - g(x).

Dowad.
1 4 1 1
fl@) = flz) = f(0) = [ —(f(tz))dt = [ f'(tx)edt = - [ f'(tz)dt,
fionn-[rov=-
ktadac:
1
g(x) = [ f(tx)dt
/
dostajemy teze twierdzenia. O

Przyktad 16.3. (z60)(f) = do(xf) =0- f(0) =0, czyli 26y =0
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Wykazaé, ze jesli T' € ©'(R), takie ze T = 0, to istnieje A\ € R, takie ze T' = A\dy.
W tym celu ustalamy ¢ € D(R), takie ze ¢(0) = 1. Niech f € D(R). Wtedy f — f(0) - v € D(R")
oraz (f — f(0)-¢)(0) = 0. Zatem istnicje g € D(R), taka ze f — f(0) - ¢ = xg(x). Zatem:

T(f) =T = fFO)¢) + T(f0)¢) = T(xg) + f(0) - T(¢) = T()f(0) = Ado(f)

O oS R™ ©(0) ={f: O — C - gladkie o zwartym nosniku zawartym w zbiorze O}
Zbieznos$¢ w D(0):

(fn)nen C D(O) zbiega do zera, gdy:

1. 3K C O - zwarty i taki ze supp(f) C K

2. VK sup ‘awl (x)’ — 0
z€O

daB ST n—00

IBI<K
D'(0) ={T : ©(0) — C - liniowe, ciagte}
Uwaga 16.4. Jesli O C U to:
1. ©(0) c D(U)
2.TedU)i feDO)toT|oeD(0) jest dystrybucja dana wzorem T'|o(f) = T(f)

Twierdzenie 16.5. Niech dany bedzie {O;}icr, gdzie O; C R™. Wowczas FH{¢;}ier, gdzie
@; : R" — [0,1] sa gtadkimi funkcjami, ktére daja rozktad jednosci na U Q;, tzn.: Vo € UO;
iel il
istnieje otoczenie U elementu z, takiego ze ¢;(y) = 0 dla kazdego y € U i wszystkich poza skoniczo-
na liczba ¢ € I. Ponadto Y ¢;(z) = 1.
il

Definicja 16.6. Niech 7' € D(R") oraz O O%W R™. Méwimy, ze T' zeruje sie na O, jesli T'|p = 0.

Twierdzenie 16.7. Niech dany bedzie zbior {O;}icr, O; O%W R™ i niech T' € ©'(R"™), takie ze
T

o0, = 0. Wéwczas T| Yo, =0

iel

Dowéd. Niech f € D(R™) : supp(f) € UO;. Niech {p;}icr bedzie rozktadem jednosci.

il
iy, ...,0, € I, takie ze Y ¢;, = 1 na supp(f). Zatem f = Y o, f; skoro supp(p;, f) C O;, i
k=1 k=1
ostatecznie mamy:

n

T(f) =T (Z o) =

i mamy T'| j = 0. O

O;

1

Definicja 16.8. Nosnikiem dystrybucji T € ©'(R") nazywamy zbiér postaci R" \ O, gdzie O C R"
jest najwiekszym zbiorem otwartym, takim ze T'|o = 0.

Przyktad 16.9. 1. Niech f € C(R"), to woéwczas suppTy = supp(f)
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2. suppd, = {p}
Zadanie Pokazac, ze:
a) suppd, = {p}

b) suppT” C suppT

Definicja 16.10. Niech {7, },en C @'(R") oraz T € D'(R™). Méwimy, ze T, zbiega do T, jesli
vf € DERITL) — T()

Uwaga 16.11 (Wzory Sochockiego). Niech ¢ > 01 f.(z) = Rozwazmy Ty € ©'(R"™), gdzie

Ty.(g) = [*2° %%)qz. Niech R > 0 : suppg C [~ R, R].

co x+ie

z+z€

R R
g(x) 9(x) —g(0) 1
1) = [ L= [ SO0, o) [ o=
“R “R “R
R (=) — 4(0) R R R .
g(x)—g T — i g(x _
/ x + e x+g()/x2+€2 / :E—irze dz — g )Zg/a:2+52 .
_R —-R R
/ 0 R
= /g(a;);fg()dx — (0)zaarctg / gz . -I— o dx — 2ig(0)arctg ()3) p—
—R -R
L g (0
—w(5) (0) — img(0)
Tmiw oL VP (%) — i1y
T. — vp (l) + imdo
EEe—
1 1 %

— + — = — 3
T+ T —1€E x4+ €

1

z2+e2 -0t T

17 Wyklad 16.12.2016.

Operacja mnozenia dystrybucji 7' € D'(R") przez funkcje gtadka f € C>*(R"™): Vg € D(R™) mamy
fT(g9) =T(fg), i(f2T) = (f1f2)T. Z drugiej strony, majac f jw. definiuje sie dystrybucje regularna

- [ f@g)ra

Pytanie 17.1. Czy mozna zdefiniowaé iloczyn dystrybucji w taki sposob, zeby dla dystrybucji
regularnej Ty zachodzit wzér Ty1T = f1'7
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Okazuje sig, ze taki iloczyn nie istnieje. Rozwazmy dystrybucje 7' = vp (%) € D'(R). Zauwazmy,

= +/Oof@c)doc — T3(f)

ze

o),
e—0t x

— 00

o (L) () =vo () @) = Jim

W takim razie, gdyby iloczyn dystrybucji (jw.) istnial to
1
50 <3§Vp <:L‘)) = 50T1 = Tl(So = 150 = (50

(6o )Vp <31€> =05 =0

Przyktad 17.2. Rozwazmy dystrybucje T-1 € D'(R?),r =22+ y?+ 22 dla f € D'(R?)

_ ! N 2.
T-1(f)= /47Trf(x,y, 2)dxdydz = /4ﬂrf(r,9,g0)r sin @drdfdp.

R3 R3

Calka jest zbiezna. Policzmy: A (ﬁ) =09, A = 6962 + 8y2 + a . Dlar #0

& L _0<_x>__1+3x2
ox2 \\aty2+22)  Ox ) 3 rd
Zatem

r

1 3 3(at+yP+ 2P 3 3
M) = T = =0 dar 0
T r r r

1. F(z,y,2) = (Fu(z,y, 2), Fy(z,y, 2), F.(2,y, 2))

2. div(F) = 2= 4 P 4 oL

3. div(gF) = gdiv(F) + (Vg|F)

Iloczyn skalarny
4. div(Vg) = Ag,
awiec div(gV f) = gAf+ (Vg|Vf). W szczegdlnosci gAf — fAg = div(gV f) —div(fVg). Uzyjemy

dalej tw. Stokesa dla div
/div(F)dV = /(F|n)dA

% oV
dA to miara powierzchni brzegu OV. Niech f € D(R?). Liczymy

1 1 1
-4 <47‘rr - _/ Afdv - 77'('52%1“' / 7Afdv - _E Ell%l“' / A <T) f
R3\ K (0,¢) R3\K (0,¢) t’(
. . 1 . . (1 , 1
+div (TVf) —div(fV (T)) = - lm / div (ﬂf) — div (fV (T)) (+).
R3\ K (0,¢)

45



Zastepujemy catkowanie po R3\ K (0, ¢) catkowaniem po V = K (0, R)\K (0, ¢).

oV = S%(0, R) U S%(0,¢)
——— ——
Zorientowane na zewnatrz  Zorientowane do wewnatrz

Niech n(z,y,z) = ¢
1 1 ,
(x) = hI(I)l+ g (Vf| —n)e*sin 0dfdyp — f(e,0,9) (V (r) | — n) e”sin 0dfdyp
2(0,¢ 52(0,¢)
\Y4 (%) = —(x’rygz) = —I a wiec
1 T T 1 1
(V)= = (51 ==
_ 1! li 0 L 2 0dod \Y% in 0d0d
() = o= Jim, f(e.0.0) s b —= [ (V] —n)sinbdady
€[0,7] p€[0,27] S52(0,¢)
~ L 1(0) / in / dp = = F(0)47 = (0) = b0()
 Arx St Y= 47 = -0
0 0
V(-5) = a0
dmr) 0

Transformata Fouriera
e‘”2, k € R. Obliczy¢ catke [ e~ +v") e~z Funkeji f(x) przy-
R

Przyktad 17.3. a > 01 f(x) =
e *dx. F jest tzw. transformata Fouriera. Na poczatek

porzadkowujemy funkcje F f(k f f(x
2
(/eaxQ) :/e—axde/e—ay2dy:/e—a($2+y2) —
R R R R

0= VEF 2
ag

W e T
= /e QQQdegpz —27 5, 0 =1
R
k A &
—az® —ikr = —a|2® —i-2 | =—a ||z —i-| +-—
a 4a?

62 k)2
/6 az? kadm-e M/e—a(x—zm) dl’:

R
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_KE as?
= [ e 4 lim e dz,
N—oo

R Cn

gdzie Cy = {z — i3> 1z € [N, N]}.

N 1 1
. 2 . 2
/ e dz = / e~ da + / e ("N +in) gp 4 / e (M) g,
Cn N 0 0
Neoo N —o00 N—oo

s
a

’ ;- . _az? . _k2
W szczegdlnosci a — § to dostajemy [e ze krdy = /e 2,
R a

Lemat 17.4. Niech f € S(R"). Wowezas [ |f(z)]d"z < co.
Rn

Dowdd. Istnieje stata C' t. ze

F@)l < <
S (e ad) (14 a2)
Rzeczywiscie sup,egn [f(7)| < 00 oraz sup,egn o)<2n [2*f(7)] < co. Skoro an (Hx%)dﬁ = 7",
gdyz [ imdr = arctanz|*, = 7. Z kryterium poréwnawczego [ |f(z)| < Cn" < oo, O
R R

Uwaga 17.5. Jedli f € S(R™) oraz k € R™ to R® > 2 — e*2 f(z) € C tez jest funkcja Schwartza.
Definicja 17.6. Transformata Fouriera funkcji f € S(R") nazywamy funkcje F(f) dana wzorem

F(f)(k) = / e f(2)da

Rn

18 Wyklad 19.12.2016.

Przypomnienie 18.1. (Transformata Fouriera)
Jedli f € S(R™), to transformacje Fouriera funkcji f oznaczamy F f, gdzie (F f)(k) = [gn [(x)e**dz,
kr = kyxy + - + k2.

(L(L’2 2

Na zesztym wyktadzie: f(x) =e™ 2, 2?> =2+ -+ 22. Wowczas (Ff)k = (27”)5 e~ 5.
Stwierdzenie 18.2. Niech f € S(R"). Wowczas k;(F f)(k) = F(—i0y, f)(k).

Dowéd.
]C](.}tf)(k) = / kj.f(x)efikzdnx — f(x)(_laxjefzkz)dnx j-ta przez czgsci
R7 R

= [ (v pe e = Fiv, i)
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Uwaga 18.3. Zauwazmy, ze:

o |Ff(k)| < [|f(z)ld"x, a zatem |k;Ff(k)] < [gnl0s, fld"z. W szczegblnosci Ic¢ > 0 t. ze
|k (7:f)( )| Se

e Ogdlniej Vm € N Jey, t. 7€ SuDgegn |aj<m [K*F f(K)] < cm.

Jak oszacowaé O, (F f)( )? Korzystamy z nastepujacego twierdzenia o rézniczkowaniu catki z
parametrem Fla) = [; f(z, ) da: - catka z parametrem a. Jedli ¢ : R — R t. ze V|0, f(z, a)| <
o(x), oraz [, p(x) dx < 00, to F'(a) = [, Oaf(z, a)dz. Stosujemy twierdzenie do f(z, o) = g(z)e’*™.

Stwierdzenie 18.4. Jedli f € S(R™), to O, (Ff)(k) = F(—iz;f)(v)

Dowdd. Biorac p(z) := |z, f(2)| mamy [0k, (f(x)e™™)| < ¢(x), oraz [5, ¢(x)d"z < oo. Zatem sto-
sujac n-wymiarows wersje twierdzenia o rézniczkowaniu catki z parametrem do f(x, k) := f(z)e~
dostajemy teze stwierdzenia. O]

Uwaga 18.5. |Ff(k f |f(x)|d"z, a zatem |k;(F f) (k)| < [gu |On, fld"z.
Vmendem SupkeRnMgm ‘aka (FN(K)] < e, co wraz z poprzedm@ uwagg daje:

Whniosek 18.6. Jedli f € S(R™), to F(f) € S(R™). Mamy wigc odwzorowanie linowe F : S(R") —
S(R™).

Twierdzenie 18.7. Transformata Fourlera F:S (R”) — S(R") jest odwzorowaniem odwracalnym,
oraz F ! jest dana wzorem (Flg)( ( ) fR" Yetkrdn,

Dowod. Wykorzystujemy twierdzenie o ciggtosci calki z parametrem:

jeéli Elgo R — R t. ze Vaer|f(z,0)] < @(z), oraz [, ¢(x)dr < oo, to catka z parametrem
=[x f(z, a)dx jest ciagla ze wzgledu na . Musimy pokazaé, ze F~'(Ff)(xz) = f(z), oraz

f(f""*l(g))(k?) = g(k). Liczymy:

(FUF) () = <217r>n/n(]ff)(k)eikxdk: lim (1>n/ne—”’52(ff)(k)eikwdk:

a—0t \ 27

1 " ak? | ; . 1 n ak? .
IR T — 45— +ikx —iky ni. an,, m — 4= —ik(y—x) qn _
= lim <2ﬂ) /Rnwe e f(y)d"kd"y = lim (2W> /nd yf(y)/ne e d"k

) 1\2 _w—2)? y—x n
= 1 _ n 2a = = = Ny = 2" =
lim <2m> /nd yf(ye (u 7 Y Vau+z, d'y=axd u)
~ lim <1>/ d"uf(z + Vau)e —(1>/ lim d"uf(z +vau)e s =
a0t 2 U U N 2 R™ ai%l"' AN auje -
1 (L) [ et = ) () 0t = 1@
= fl@) |5 _d"ue o m)2 = f(z
Rownosé F(F1(g))(k) = g(k) dowodzi si¢ podobnie. O
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R/ L C

Czarna skrzynka

Przykltad 18.8. Obwody pradu zmiennego
U(t) = RI(t), gdzie R-operator liniowy dzialajacy na funkcje I(t).
Zalézmy na chwile, ze I(t) = Ipe™*
opornik: U(t) = rlye™"
cewka: U(t) = iwLIye™"
kondensator: U(t) = —zlpe™!
Uwzgledniamy zasady taczenia elementow. Na przyktad taczac opornik r z kondensatorem C' do-
stajemy:

1 1 . 1 +iwCr
—— =—+4iwC = ,
R(w) r T
i widzimy, ze U(t) = R(w)lpe™", gdzie R(w) = 1775 Czarna skrzynka opisana jest funkcja R(w).

Jedli I(t) jest zupelnie dowolna funkcja, ktéra mozemy przedstawié za pomoca transformaty Fouriera
I(t) = 5= [ 9(w)e“tdw, gdzie g(w) = [, I(t)e ™'dt to

_ 1
o

— /R ( /R RQ(?eiw(t—”dw) I(tdt' = /R dt'G(t —t)f(t)

G(t—t")

U0 = o= [ Rt = 5 [ R ( / f<t'>e“t’dt') Gty =

21 Jr

Co wiemy i funkcji R(w)? Jest to funkcja posiadajaca przedtuzenie analityczne do dolnej pétptasz-
czyzny i znika w oo € C. Na przyktad R(w) = 155 ma osobliwos¢ wy = —2 =4 € C,. Jak
zapewni¢ to, ze jesli I(t) = 0, to U(t) = 0 dla t < 0?7 OdpowiedZ na to pytanie jest zawarta w
twierdzeniu Paleya-Wienera.

Twierdzenie 18.9. (Paleya-Wienera)
Niech f € S(R) majaca przedtuzenie analityczne do dolnej péiptaszezyzny i taka, ze Jprer 1 oo
t.ze |f(2)| < CeM™@) Wowcezas (Ff)(k) =0 dla k > —M.

Dowod.

R—o00 R—o00

R
(Ff)(k) = /l;f(x)elkl”dx = lim /_Rf(l’)elkxd.f — lim . f(z)e—ikzdz

Szacowanie:
2

2 . ' ‘ .
|/ f(z)e—zkzdz| = |/ Rf(Re—i@)e—ikReweupidgd < / R|f(Reup)|€kRsm<p _
TR s -
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2
i i R—o0
:/ RceMRsmgoJrkRsmcpd(’p sy
T

R — o0 gdy k > —M. Wéwezas (Ff)(k) =0 O

R R

NI

19 Wyktad 09.01.2016.

Twierdzenie 19.1. (Paleya-Wienera i odwrotne)

Niech f € S(R'). Przypu$émy, ze f ma przedtuzenie analityczne f : C_ — C oraz 3C > 01 M € R,
ze |f(2)] < CeM™E) | wowezas (Ff)(k) = 0 dla k > —M. Na odwrét, jesli g € S(R') taka, ze
g(k) =0dla k > —M to F'(g) ma przedtuzenie analityczne f : C. — C oraz 3C > 01 M € R,
e | f(2)] < CeMim (@),

Dowod.

F ) = o [ ot =5 [ gt

™
—0o0

M
Zdefiniujmy f : C_ — C wzorem f(z) = 5= [ g(k)e'**dk. Zauwazmy, ze |¢'*| = |e"Re(z)e=Fm(=)| =

-M
e FIm(z) L eMIm(2) zatem calka i [ g(k)e™*dk jest zbiezna. Latwo sprawdzi¢, ze f jest analityczna
—0oQ

w dolnej poétptaszezyznie. Ponadto:

1 . 1

Uwaga 19.2. wynikanie = udowodnione na poprzednim wyktadzie.

Przypomnienie 19.3.

20



Dowéd. (drugi)
n=1:
Musimy pokazac, ze:

Py

S

Il

X[ -
—

.

>
\
=

g

N

<

)

a

R
] M
=— lim /dk /f(y) —zk:yd ika tw. Fubiniego
T M—o00
M R
M
=—1i ik(z—y)
- im_ [ duf) [ are
R -M
im [ dyf(y)— )|
=— lim e _
R
L sin(M(z — y))
S d
—dm [ dyf(y) p—
R
t | .
Rozwazmy funkcje G(t) = [ =5 sin(s) 75 Jest jasne, ze G'(z) = Smt(t Udowodnimy, ze ]%Hn 51ns(s) ds —
0 mJ
5
R
lim Sln(s)ds _
R—00 s
r—0 r
l lim [ & ¢ ds =
22 RHOO S
— hm /d8+/ds
ZR—>oo
rR—{teR —R<t< —rlubr<t<R}

Cr,R — IT,R Uy Uvr

o1



Potokregi v, 1 yg w gérnej polplaszczyznie; % nie ma osobliwosci wewnatrz C, g.

0_??dz_/+/+/

/ — =% (lemat Jordana)

ezz . ezz ) ] '
/ — %rRes, ( ) = (biegun pierwszego rzedu)
z z
Yr
R .
sin(s

lim ( )ds _I

R—oo S 2
0

Wracamy do poprzedniego rachunku.

L Jim / 1y —)))dy =

= Jim. (f(y)G(M(y - x”\i@ - 7 PGy - x))dy) =
=T ( / J'(y)G(M(y — ))dy + /Oof’(y)G(M(y - w))dy) -
( [rw (-3 / f'(yf;) = S+ £,
gizie f(27) = lm f(t), f(2*) = lm f(2). Jesli [ jest ciagla to mamy f(z). u

Wzér Plancherela Niech f, g € S(R") i rozwazmy funkcje R x R™ 3 (2, k) — f(x)g(k)e~** =
Y(z, k) € C. ¢ € S(R®™) i w szczegdlnosci:

/ [(z, k)|dedk < oo

R™ xR™

d"zd"kf(z)g(k)e ™ =

:}Xd:xf(x)/d”k;g(k)e_ikx = /d”:cf(a:)(}"g)(a:) =
= [argw) [ arpre = [argmEnm
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Zauwazmy, ze:

Fo)a) = [ gk = [ rngliark = x) TFIgE

W szczegdlnosci mamy:

| F@F @ = ey [ (5w
Kladziemy f = Fg.
/ F9)@)(Fo)x) = 2m)" / B g(k)d"
[loczyn skalarny na S(R™): |

fLa€SE®Y) = (flg) = / F@g(o)d™s

Wéwcezas mamy:
(FglFg) = (2m)"(glg)
Whiosek:
T— 1 F.SRY) - SERY
(23

jest unitarny.

20 Wyklad 13.01.17.

Przypomnienie 20.1. Dla f,g € S(R") zachodzi wzér

/ (Fh)(k)gk)d"k = | f(x)(Fg)(x)d"z
n Rn
co mozna " zapisa¢” nastepujaco:

FTi(g)" ="Trs(g) =Tr(Fyg)

Spodziewamy sie nastepujacej definicji transformaty Fouriera dystrybucji:
T € D(R")
(FT)(9) € T(Fg)  dla g€ D(R")

Czy definicja ma sens?

Ma ona pewng wade. Transformata Fouriera funkcji o zwartym no$niku nie ma zwartego nosnika
(g # 0), czyli Fg ¢ D(R™) i napis T(Fg) pozbawiony jest sensu. Problem z nosnikiem wynika
z tw. Payley’a-Weinera (n = 1). Funkcja Fg : R — C ma przedtuzenie analityczne do funkcji
catkowitej f : C — C, gdzie f(k) = (Fg)(k) dla k € R. Przedluzenie to zdefiniowane jest wzorem
£(2) = Jy glw)eds.

W szczegblnosci zera f (a wiec i zera Fg) sa izolowane.

Whiosek: Fg¢ nie ma zwartego nosnika.
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Definicja 20.2. Odwzorowanie liniowe i ciagte 7' : S(R") — C, nazywamy dystrybucja tempero-
wang. Zbior takich dystrybucji oznaczamy S’'(R").

Uwaga 20.3. Zauwazmy, ze D(R") C S(R"). Niech T' € S'(R"). Wéwczas T'|pwny : D(R") — C
jest dystrybucja: T'|pwny) € D'(R™). Odwzorowanie S'(R") > T' — T'|pm®n) € D'(R"), jest réznowar-
tosciowe.

Uwaga 20.4. Nie wszystkie dystrybucje sa temperowane.

2

fR—=R flx)=¢"

Woéwczas Tf = [p€" *g(x)dx jest elementem D'(R), ale nie jest dystrybucja temperowana. Wezmy
g(z) =e . Wtedy g € S(R) oraz [, e e dr = +oo

Lemat 20.5. Niech T' € S§'(R"), wéwczas %T e S'(R™), gdzie 8%J_T(g) = —T(a%jg)’ (j €
{1,...,n}).

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze %g € S(R"), jesli g € S(R™) oraz odwzorowanie S(R™) 5 g —
a%jg € S(R™) jest ciagte i liniowe. Zatem S(R™) 3 g — —T(%g) € C jest ciggle i liniowe. O]

Definicja 20.6. Niech T' € §’'(R™). Transformata Fouriera 7', nazywamy dystrybucje temperowana
F(T) € S'(R"), taka ze:
(FT)(g) :=T(F(9))

Lemat 20.7. Niech f € C(R"), t.ze 3C > 0, M > 0 speliajace |f(x)| < C(1 + 2*)M, Vo € R".
Woéwcezas Ty € D'(R™) jest temperowana.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze Vg € S(R™), = Jan f( z)dz oraz [ |f(z)g(x)|d"z < oo.
Zatem Ty € S'(R™) O

Przyktad 20.8. 1- funkcja stata T (g) = [ 9(z)dz, Ty € 8'(R"). Liczymy tr. Fouriera T}

cfﬂjw>=7uf@>=1é@hf@xk>=2wmo>:2m%@>

ola) = F 1 Fg) = o [ (Fo Wik

R
a zatem

L Fo)k)ak

9(0) = o

Czyli F(T1) (k) = 2mdo(k) (*).
Wzorek (*) zapisujemy nastepujaco: [ e **da = 2méy (k)

Definicja 20.9. Niech f € S(R™), h € R". Wéwczas funkcje R" 3 o — f(z — h) € C oznaczamy
f € S(R™). Ogdlniej jesli T € S'(R™), to 7,7 € S'(R") jest dystrybucja dana wzorem: (7,7)(f) =
T(r-nf)
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Uwaga 20.10. Dla f € C(R") mamy 7,1y = Typy. rzeczywiscie Vg € S(R") mamy:

y:$+h>

Ta) = Tytraa) = [ sGalatesmre = (2000

R
Stwierdzenie 20.11. T € S'(R"), h € R". Wtedy:

1. F(m,T) = e~ F(T)

2. T, F(T) = F(e ™ T)
Ponadto f(a%T) = ix; F(T), %]—“(T) = F(—ik;T)

Dowdd. Niech g € S(R™) Ad1
F(mT)(g) = (mT)(F(g)) = T(r-nF(9))(*)

gdzie:
(maF (@) () = (Fo)(k+ 1) = [ glaye s = Fe g
() = T(F(e ")) = e " F(T) (o)
Ad2
B FD)a) = (FT)(79) = T(F(r-)(@) ()
ale:

Frag)) = [ gt he o= [ glye et = cHrg) k)

n n

(vx) = T(e™ F(g)) = F(e7™T)(g)

Przyktad 20.12. f(z) = 2?sin(z), (Ff) =? w sensie F(T}) =?. Skoro

1 . .
r2sin(z) = ?(emxz — e g?)
i

to

1 ) ) 1 . .
Ty = Z(Te””x2 — Te_”xQ) = Z(e”xQTl — 6_”:162T1)
. Liczymy korzystajac z powyzszego stwierdzenia:

1 . )

FTy = Z(f(e”xQTl) — Fle ™2*Ty))
1
== Z(Tlf(ﬂjol) - T_1f(I2T1)>

1 d> d>

= o (n(= 25 F (1) = (=5 F (1))

7 2 _ 1 7 2
= 5; (=007 (k) + 71007 (k)) = 5-(0-17 (k) — 017 (k))
/R:EQSin(:r)e_imdx = 212,((5_1”(]{) — 07 (k))
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= [ fly—h)gly)d"y =
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21 Wyktad 16.01.2017

Dodatek 21.1. W S(R!) rozwazmy iloczyn skalarny

S x S®) > (flg) ~ (lo) = [ ot

1]l = /uuwm

Operator polozenia: S(RY) 3 f 2 - f € S(RY)

Operator pedu: S(R') 5 f & ?f’(x) € S(RY)

Dla operatoréw liniowych A, B na przestrzeni wektorowej S(R') definiujemy komutator [A, B] =
AB — BA. W szczegdlnodci

h d

o] = = (e f) = e~ f - af) = inf

i widzimy, ze [#,p] = ¢hll. Operator sprzezony do operatora A to operator A' taki, ze (f|Ag) =
(AT flg). Mowimy, ze A jest samosprzezony jesli A = A1, Operatory & 1 p sa samosprzezone.
Ustalmy f € S(R') taki, ze ||f|| = 1. Jedli A : S(R') — S(R') jest liniowym operatorem to jego
wartos¢ srednig w stanie f definiujemy jako

(FIAf) = f—3/ F@)(Af)(

@)y = [ Faods = [ alfPa)da

Wariancje o(A) operatora A definiujemy o(A) = (f[(A — (A) ) (A — (A)f)f).

Twierdzenie 21.2. : Niech 4, B : S(R') — S(R!) beda operatorami liniowymi oraz niech C' =
@. Woéwcezas:

np. dla A = & mamy

1
A(A)GHB) > 1OV}
Przyktad 21.3. Ktadac A =1 i B = pmamy C = hli i(C)% = h/4 co daje zasade nieoznaczonosci
0%(2)o?(p) > h/4 dla potozenia i pedu.
Dowdd. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze (A)f = (B)y = 0 (zmieniajac ewentualnie A na A — (A);
i B na (B)y). Wtedy 07(A) = (A%);.
Niech t € R oraz G, = A+ itB. Wtedy G} = A — itB oraz

(GG = (fIG/ G = |G fII* >

z drugiej strony

G;r Gy —C
(GYGh)s = (fI(A—atB) (A+itB) f) = (flA*f) + t*(f|B*f) + t(f|i(AB — BA) f
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= o}(A4) — H{O); +*07(B) > 0 (+)

Ujemno$¢ A dla dwumianu kwadratowego (x):

(C); —407(A)o}(B) < 0.

]

Wyktad: Wzér sumacyjny Poissona:
Niech T' € §'(R) bedzie dana wzorem T'f =3, o, f(27n). Innymi stowy T' = 3, <7 darn.
Wtasnosci T

e 7. (T)=T = F(T) = F (15, T) = e ™. Z(T)

L4 eix T = eim ZnGZ 627rn - ZnEZ eix52ﬂ'n - ZnEZ 62'271-n((527rn - ZnGZ 527rn =T zatem

F(T) = F(°T) =1 (F(T)) (%)
W takim razie:
(1—e?™M.Z(T) =0

Skoro 1 — e™2™ o£ (0 k € R\ Z to nosnik dystrybucji supp.Z(T) C Z. Dalej: 1= ezm kEF(T) =0

zatem w otoczeniu O zera mamy k% (T)|o = 0 = Jc € R takie, ze f(T)kg = ¢y oraz z
(xx) = F(T) = ¢ X pez Ok-
Liczymy c:

CzkezefakQ/Z

Niech f(r) = e/ Wiedy (F f)(k) = /Ze /21 FT)([) = T(F) = Sien [/ Ze 2012 =

[im 5, o= (n) a

Wstawmy a = 27

—wk? —mn?
Y™ =Y e

keZ nez
i widzimy, ze ¢ = 1.
Wzoér sumacyjny Poissona

Niech f € S(RY.Z f(k) = [g f(x)e"*dx. Wowcezas Y,cp f(n) = Xpen(F f)(2mn).
Dowad.
FT=> 06, T=D bon
nez nez
Zatem T(F(f)) = Xnez(F [)(2mn) oraz T(F (f)) = Luez on(f) = Xpez f(n) O
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22 Wyktad 20.01.2017.

Przypomnienie 22.1. Wzér sumacyjny Poissona:

> fm) =% F(f)2mm),

MmEZ meZ

dla f € S'(R) co wynika z réwnosci:

F( S2em) = 3 6.

MEZ MmEZ

Definicja 22.2. Niech T bedzie dystrybucja na R™ oraz niech h € R™. Méwimy, ze T jest dystry-
bucja okresowa o okresie h jesli 7,7 =T

Przypomnienie 22.3.
(T T)(f) = T(r-nf).
Dalej h = 2.

Stwierdzenie 22.4. Niech T' € S'(R) bedzie dystrybucja temperowana. Woéwczas T ma okres 27 <
gdy e7?™% . F(T) = F(T).(%)

Dowdd. Prosty wniosek wynikajacy z nastepujacej tozsamosci:
F(mT) = e " F(T).
[

Whniosek 22.5. Jesli T' jest okresowa, to nosnik tej dystrybucji supp(FT') C Z. Rzeczywiscie wzér
(%) daje (1 — e 2™K)F(T) =0 (%), wiec supp(F(T)) C{k e R:e ¥k =1} = Z.

W szcezegblnosei istnieja dystrybucje S,; n € Z takie, ze supp(S,) C {n} oraz F(S,) = > hcz n-
(Fe k)

Udowodnijmy, ze Vn € Z dc,, € C : S,, = ¢,0,.

Dowéd. Dla n = 0: Niech p(x) =1 — e~ ?™* Rozwazmy funkcje gladka

ek,
\p(k;):{ W dla k #0

2me; dla k=0
Poniewaz W(0) # 0 to ¥ # 0 na pewnym otoczeniu zera, ozn. . Zauwazmy, ze f(T)‘o = So.
Korzystajac z (%) widzimy, ze W(x) - x-Sy =0 = x-Sy = 0. Zatem Sy = .

Dla n € Z ktadziemy :
B, dla k #£n
U, (k) =< k-
n(k) {27?2'; dla k=n

Rozumujac analogicznie otrzymamy S,, = ¢,d,. Ostatecznie F(T') = 3,z ¢non O

Uwaga 22.6. S = Y, o7 ¢n0, jest dystrybucja temperowana < IM > 0 oraz N € N : |¢,| <
M(1+ n?)N,
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Przypomnienie 22.7. F(1) = 276y; ogoblniej F(e™*) = 216, co daje F1(,) = 5-€™.

Whniosek 22.8. Dystrybucja T' € S’(R) jest 2r— okresowa < 3¢, € C:
1) IM >0, N € N: |c,| < M(1 + n?)";

2) T(f) = Zoez 3 Jp ™ f(x)da

Jak w prkatyce wyliczy¢ ¢,? Wezmy funkcje ¢ : R — R ¢(x) > 0 taka, ze suppp CJ|0; 37| oraz
taka, ze Y ,cz @(x +2mm) =1 Vr € R i p jest gladka. Czy takie ¢ istnieje?
Ustalmy ¥ : R — R, ¥(z) > 0, suppV = suppy oraz ¥(z) > 0 dla = € [g 7”] Dalej niech
U = Y,cz V(z + 27m). Definiujemy o(z) = % Widaé, ze: U(z 4 2xl) = U(z), U(x) > 0 dla
x € R oraz B
Yomez V(z +2mm)  W(x)

mz;ng(:v +27mm) = \If(:z:) = \ff(:z:) =1
Oznaczajac Torm@ = Qogm MAMY ez Poem = 1. Skoro F(T) = ¥ ¢,0, to Vf € S(R!) mamy
(FT)(f) =T(Ff)=>_caf(n). (1)

Obliczenie:

T(ff):T(Z 902wm'ff): ZT(QD%'m'ff)

meEZ meEZ
- Z T<7—27rm<§0 T—27m Jff )) Z T— 27rm ((10 '7—727rm(ff>> (2)
meZ meZ
_Z (90 T27Tmff) (()OZTZWmff>)
meZ meZ
gdzie w czwartej réwnosci skorzystaliSmy z 2m okresowosci T T_opy (1) = T
Analiza wyrazenia:
ST o FH (@) = S (Ff)(a + 2mm)
meEZ mEZ
— Z f fzkx 72mmkdk (3)
meZ
=Y fx e 2mimk — = > F(f.)(2mm)
meZ meZ
gdzie f.(k) = f(k)e~**; Zauwazajac, ze
> (Ff.)(2mm) = (ze wzoru Poissona) = > fu(m) = > _ f(m)e ™™ (4)
meZ meZ meZ

Korzystajac z (2), (3) oraz (4) widzimy, ze
= f(m)T(pe™™™).
meZ

—ixm)

Poréwnujac z (1) otrzymujemy ¢, = T(p - e
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Przyktad 22.9. Niech f € C(R) : f(z + 27) = f(z). Wezmy dystrybucje Ty(g) = [ f(
Wspétezynniki szeregu Fouriera dystrybucji 7 wynoszg :

27 47
3 " f@)p()e e — / f(2)p(a)e ™ de + / f(@)p(x)e e dz
27
-/ " fe)plr)em 1 @+ 2me

0

)
/ F@)e ™ dz,

0

= / ’ (ap(x + oz + 27T))f(x)e_imxdx

Whniosek 22.10.

> T

Pytanie: kiedy [ = 5-3,¢z Cpeime?

Przyktad 22.11. Przypusémy, ze f € C*(R) : f(z + 27) = f(z). Wowczas szereg Y 5-¢,, ™™ jest
jednostajnie zbiezny do f :

gdzie

23 Wyklad 23.01.2017.

Niech f : R — C ciggla, okresowa o okresie 27w. Wspoétezynniki Fouriera ¢, = OQW flx)e ™2dy
m € Z. W ”sprzyjajacych okolicznosciach” f(z) = 5= 3,z cme™". () Niech

TfES le /f

wowczas: )
Tf (g) = 5 Cm
2m meZ R

e g(x)dz.

Stwierdzenie 23.1. Jesli f € C*(R) jest 2w - okresowa, to szereg f(z) = 5= X ,cz Cme™" jest
zbiezny jednostajnie do f.

Dowdd. Niech M = supyer|f”(x)|. Wowczas |f (@)™ < 2r M

2m ) ) 2T
/0 f//(x)ezmz _ f/(x)ezmx

2m ) . 2m 2 .
—im/ f(x)e™de = —imf(x)e™* —m2/ f(z)e™*dx
0 0 0 0

= 0 bo f’ jest okresowa = 0 bo f’ jest okresowa
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Zatem |c,,| = | f027r f(x)e™| < 2MI § widzimy (z kryterium Weiestressa), ze szereg Y,,cz Cme™
jest zbiezny jednostajnie. W szczegolnosci

:/Rf(x) nde = [ 30 ey ()i

R mez 2
dla wszystkich g € S(R¥). Aby wykazaé, 7e f = 3,,cz < cn ¢/ udowodnimy lemat. ]
Lemat 23.2. Niech f € S(R”) t.ze [, f(z)dx = 1. Niech f,(z) = nf(nz) Wowczas f, — 0

Dowdd.

| gz = [ nf(m)g(x)dx:{ L } [ f6aay =900 [ sy

do(g) = 9(0)
Wracamy do dowodu: wstawmy za g ciag S(R) 3 g, — 0, € [0, 27] woéwczas

cpem® Cmeé
= 1i n(x)dr = 1 n(x)dr =
i [ o - [ e 55

O
Wzér Plancherel’a dla szeregéw Fouriera. Niech f j.w. oraz f(x) = 5= 3,,cz Cme™. Wow-
czas:

- 7imz

| ls@Pds = [ pe) ¥ e = o Yo [ g = o S el
0 0

meZ mGZ mGZ

Tozsamosé Plancherel’a

3 fenl = / 17 ()P (k)

Uwaga 23.3. Mozna pokazaé, ze (%) zachodzi dla wszystkich funkcji ciaglych na odcinku [0,27].
W szczegblnosei biorac f(x) = x

2 1 8
/ vidr = - (2n)* = -n*
; 3 3

2 1 2T 2 1 2
. » » T
Cm = e "dr = ——e "x|  — 1 ——e " dr = — m # 0
0 —im 0 0 —im —im

dla m = 0;
> 47r

2m
8 1
/ rdr = 2% (%) daje §7r o (4w —|—ZZ
0

Zatem
6 127 =

1
| m?
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Réwnania dystrybucyjne

Przyktad 23.4. Znale¢ wszystkie dystrybucje T' € D'(R) t.ze T" = do(Fk % ). Zauwazmy, rozwia-

zanie szczegblne
1 dlaz>0
(9(:6)—{0 dla <0

Wersja jednorodna naszego réwnania 77 = 0(sk %% ). Czy T = aT1? T' = 0 oznacza, ze V[ € D(R)
mamy T'(f') = 0. Zauwazmy, ze jesli g = [’ gdzie f € D(R) to

/Rg(x)dﬂlf—/::f’(x)da:—@—w—o

W drugg strong, jesli g € D(R) spelnia [~ = 0 to ktadac f(z) = f_oooo §(z) mamy f € D(R)
oraz f'(z) = §(z). Aby rozwiazaé (Skd %) ustalmy k € D(R) t.ze [ k(x)dr = 1. Wowczas

T(f)=T(f—c-k+c-k) { ch— fRf( ) =0 }.:cT(k):T(k)Tl(f)

Zatem T spehiajace (%) sa postaci t = 0(z) +a dla a € R.
Drugi sposéb rozwiazania réwnania T’ = dg: zastosujmy transformate Fouriera do (d¥%) (w
kontekscie S'(R))

FOo)(f) = do(F(f)) = / e
ik F(T)=F(T') = F(5) = 1
RORJ a
F(T)=0= F(I)=ad a€RiT =1
RSRNJ
Wytcany 0)(7) = 00A() = [ (FHwak= [~ an [ [ 6 dx] .
= eli%i 000 e~k [/_Z f(x)e_ikwdxl dk = Elir(% /_Z f(zx) [/000 f(a:)e_Eke_ikmdk] dx =
o et eteron]
. 1 1
) /@) = (i(aj - 0+)> (/)
RSRNJ .
==

Zatem F(0) = -

i(k—0T) "
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W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé r-nia postaci:

B 0
W<%,...,M>T:f (5)

gdzie
TeSMR") f:R"—=R
W (&1, ..., &) — wielomian n zmiennych
np.
0 o?
R S -
ot Ox? /
réwnanie dyfuzji
Ogoélniej
0 0?
—T—-—T=S5
ot Ox?

gdzie S ustalonoa dystrybucja, np. S = dy.
Stosujac transformate Fouriera do (5) otrzymujemy:

W (iky, ...,ik,) F(T) = F(f) idea: T = F* (W(ili({? - )>

sposOb na otrzymanie jakiegos§ RSRNJ

np. rownanie dyfuzji przyjmuje postac:
(iw + k*)F(T) = F(f)

Definicja 23.5. Niech f, g € S(R™), splotem f i g nazywamy funkcje fxg € S(R™) gdzie f*xg(x) =
Jan FW)g(x — y)dy

24 Wyktad 27.01.2017.

Splot:

frg€ SR") = fxg(z) = . Fle—y)g(y)dy = (y = 2— Y2~y =Y) = . f¥)g(z— Y)d Y= gxf(z)

Stwierdzenie 24.1. Zachodzi wzor:

F(f*g)(k) =F(f) - Flg)(k)
Dowdad.

F(f*g)(k) = / ) d"zd"ye ™ f(z —y)g(y)
= (r=z-y)
= / T dye HE £(T)g(y)
= (F)(k)(Fg)(k)
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Whiosek 24.2. Whniosek: f x g jest operacja taczng.

Obserwacja

ax](f 9)(x) = ((;xjf)*g)(x)

prosty wniosek z tw. o rézniczkowaniu calki z parametrem.
O splocie dystrybucji
f € D(R"), g € D(R™) to definiujemy f ® g € D(R™ x R™) wzorem:

(f®@g)(z,y) = f(x)g(y)

Jak tensorowac dystrybucje?

Tyooh) = [ da [ f@hatwh(e.9) = T(To(i(z. )

Definicja 24.3. Jedli T € D'(R"), S € D'(R™) to T ® S € D'(R" x R™) definiujemy wzorem:
(T'® S)(h) = T(S(h(z,-)))

Zawwazmy, 76 Trag(1) = fun o fon dyf (2 = 5) gUE) = fupe d T dyf E)gE +y) = Trag(t*])
Y
gdzie l(z +y) = (1) (z,y)
Uwaga: t*] : R" x R" — C i jedli [ # 0 to nosnik ¢*/ nie jest zwarty.
Splot dystrybucji definiujemy wzorem:
(D*S)(1) = (D& S)(tl)
Splot z delta Diraca:

f € D(R") i policzmy (0o * f)(x) = [gu f( do(y)dy = f(z) zatem &y jest jedynka splotowa.
Tak jak dla splotu funkcji, mamy:

0z;(T * S) = (0x;T) xS
Zastosowanie splotu: funkcje Greena:
(IO)W (D vey O )T = f

T jest dystrybucja, a f - funkcja.

Méwimy, ze G jest funkcja Greena réwnania (%) jesli zachodzi wzér W (0,,, ..., Ox, )G = do.
Zauwazmy, ze jesli G jest funkcja Greena to G x f jest rozwiazaniem ().

Rzeczywiscie:

W(Dyy, oo s )G % f) = (W (Dpys ey 0 VG) x f =S % f = f
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Przykltad 24.4. Réwnanie dyfuzji:
W (0, 0,) = 0y — 02 0G — 902G = 0(t,z) (k)
réwnanie dyfuzji: d;p — 020 = f(t, x)

Sprawdzmy, ze
2

e7i spelia (Jeok).

Gu@):@ubéﬁ

Niech ¢ bedzie funkcjg probna.

(0 Tg — 0*Tg)(¢) = —TG§3t¢)—TGI(Ia§SO)

& < 1 —22 & > 1 —a? > 1 g2 |t
I = dzx e 4t Oypdt = dr lim -0 et )o(t,x) + lim dzx e i
/_Oo /0 o/t ¥ /_oo dim [ (g men el e) + lim [ droomeityg)

i [~ de [T e ettt [ e[
= — lim x — + et p(t,zr) + lim x e i
e—0* —00 € 4ﬁt% 8ﬁtg 4 =0+ —00 2\/% S06
IT = liI(I)l dt/ dx(92 e ) p(t, x)
g2
Skoro 82(7 e ) = 2%/%(:2 L)eTic ) to statecznie:
o0 22
—I—1I = lim =e T (e, ) = (0,0)

e—0F 2\/
1

Ostatnig réwnosé uzasadniamy nastepujaco: wezmy f(z) = ﬁe”ﬂ. Wowezas [; f(x) = 1. Zatem
ciag funkeyjny f,(z) = nf(nx) zbiega do 6. Kladac za n %ﬁ widzimy, ze

Kilka stéw o bazach ortonormalnych

L2([0,2a]) = {f : [0,2n] - / "1 ()P < o0}

1
en(z) = e ¢ L*([0,27])
27r
(flg) =
0
oraz (e, )nez jest uktadem ortonormalnym.
Szeregi Fouriera:
¢n = (en|f) - wspélezynniki Fouriera
Jesli
f € L*([0,2n])
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to

f=> cuen

nez

A”uvmwx:zn%ﬁ

nEZ

oraz

Ogdlniejsza sytuacja: Niech p bedzie funkcja na [a, b] Scisle dodatnie:

L*([a,b],p) = {f : [a,b] — C: / z)]2dz < oo}

lloczyn skalarny

~

mw:/pwf@mmm

Nieréwnosé Cauchy-Schwartza |(f|g)| < [If]] - gl gdzie ||f]] = (f|f)z.
Zalozymy, ze V,, funkcja 2™ € L*([a,b], p
Nich {Fy, Py, ..., P,,...} bedzie rodzina wielomianéw powstajacych w procedurze ortogonalizacji
G-S z uktadu {1,z,2?%,...}. Oczyw1801e (P |Pr) = Onim-
Przyklad: a = —o0, b— 00, p(z) = e
Wowczas: { P, }nen sa to tzw. Wlelomlany Hermite’a.

Pytanie 24.5. Przy jakich warunkach na p uktad {P,},cn jest baza L%([a,b], p)?
Jesli wiemy ze { Py }nen jest baza to Vycr2(qay),,) mamy

f=> P,

neN
gdzie ¢, = (P,|f).
Okazuje sie, ze { P, }nen jest baza < zachodzi ((2"|f) = 0 dla kazdego n to f = 0).
Twierdzenie 24.6. Przypusémy, ze istnieje € > 0 t.ze fab p(x)e®ldr < oco.

Wowezas uktad {P, }nen jest baza L?([a, b], p).
Przyktad L%(R, e *") = wiclomiany Hermite’a daja baze.

Dowdd. Szkic dowodu: Niech f € L*([a,b], p). Rozwazmy catke
b
F(2) = [ plo)e(@yds

ktora jest zbiezna jedli [Im(z)| < §
Ponadto F' jest holomorficzna na {z : [Im(z)| < 5}
Przypusémy, ze (2"|f) =0 Vyen. Wowcezas

- =0 [ g e = @) =0

@F(Z)

dla wszystkich n.
Zatem z teorii funkcji holomorficznych F' = 0.

Kladac z € R widzimy, Ze}"(p-f‘ )=0=p-f=0nala,b]
[a,b]
Skoro p > 0 to f =0 na [a,b)]. O
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