Wyktady z Analizy IV

1 Wyktad 27.02.2017

Teoria Miary

Przypomnienie 1.1. f:[0,1]" — R jest catkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy gdy
zbior punkow nieciggtosci f jest miary zero w sensie Lebesgeu’a.

Czym jest miara i jakie zbiory daje sie mierzy¢?
Przyktad 1.2. [a,b] C R miara ([a,b]) =b— a.
Wtasnos$ci miary: miara([a, b] U [¢, d]) = miara([a, b]) + miara(|c, d])
Definicja 1.3. Niech A bedzie rodzing podzbiorow X. Mowimy, ze A jest algebrg zbioréw jesli:
1. XeA
2. VA, Ay € Amamy A,UA, € A
3. VA; € Amamy X\A e A
Definicja 1.4. Niech ¥ bedzie rodzing podzbioréw zbioru X. Mowimy, ze ¥ jest o-algebra jesli:
1. XeA
2. jesli A, eXdlaneNtolUy, A, € X
3. AeXYto X\AeX
Przyktad 1.5. X — zbiér dowolny i ¥ = 2% — zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X.

Uwaga 1.6. Jesli (3;);er jest rodzina o-algebr to N;c; X; tez jest o-algebra. W szczegdlnosci jesli
S jest dowolna rodzing podzbioréw zbioru X to istnieje najmniejsza o-algebra X(S) zawierajaca S.

Przyktad 1.7. X = R" i niech S = zbiory otwarte w R™. Wowczas X(S) oznaczamy B". Elementy
B" nazywamy zbiorami bolerowskimi.

Pare (X, ) nazywamy przestrzenig mierzalng.

Definicja 1.8. Niech (X, ) bedzie przestrzenia mierzalna. Miara (X, Y) nazywamy funkcje p :
Y — [0,00] taka, ze jesli Ay € 3, ke Ni A, NA,=adlam#ntou(UgZ, Ax) = Xy 1(Ag).
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Definicja 1.9. Premiara na algebrze A podzbioréw X jest funkcja p : A — [0, 00| taka, ze jesli
Ay e AALNA, =0 dlam#noraz Uy, Ax € A to pn(Uply Ak) = vy 1(Ag).

Stwierdzenie 1.10. Niech p bedzie miara na (X, X). Wowczas:
1. AC B to u(A) < pu(B)
2. A, € ¥ takie, ze Ay C Apyq to u(Ay) LimicN u(U2, Ag) (w tym kontekscie bedziemy stosowaé
3. An € Z, Ak D) Ak+1, [L(Al) < oo to [L(Ak) k_)—oo> [L(ﬂ;il Ak) (notacja: Ak \ A= mk:l Ak)
Dowdd. Ad(1) u(B) = u(B\AU A) = u(B\A) + u(A) > u(A)
Ad(2) Potézmy A, = A\Ag—1, k> 1 oraz A, = A,. Wowezas

A, = |_|fikoraz UAn: |_|fik
k=1 n=1 k=1
a stad
WAL =3 p(A,) =23 p(Ay) = u(|J An)
k=1 k=1

k=1

Ad(2) Polézmy By = A;\Ag.. Wowczas By, jest wstepujaca rodzina zbioréw oraz By A1\ Mo Ak.
Zatem

WA — (A = p(Be) 57 (A kﬁ A) = plA) u(kﬁ 4;)
L]

Definicja 1.11. Niech p bedzie miarg na (R™, B"). Jesli dla kazdego zbioru zwartego K C R" u(K) <
0o to méwimy, ze p jest miara bolerowska. Mowimy, ze p jest:

1. zewnetrznie regularne jesli VA € B" u(A) = inf{u(0), A C O, O — otwarty}

2. wewnetrznie regularna jesli VA € B" u(A) =sup{u(K), K < A, K — zwarty}
Jesli 1.1 2. sa spetnione to mowimy, ze p jest regularna.

Skad bra¢ miary regularne borelowskie na prostej rzeczywistej R?
Przypustmy, ze p jest takg miarg. Zdefiniujmy funkcje F), : R — R gdzie:

—p((z,0]) dla z < 0
F,(z) = {

I

Odlaz=0
p((0,z]) dla x>0

Woéwezas F), jest niemalejaca funkcja ciagly z prawej strony F),(z) = lim F,(z + €) Poldézmy
F(x7) = lim, o F,(x — €). Wowczas

a0l
u(A) = F:(b’) — %H(a) A _ (a: b)
F,(b™) = Fu(a™) A= [a,b)
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Naszym celem jest wykazanie twierdzenia: jesli F': R — R jest niemalejaca funkcja ciagta z prawe;j
strony i F(0) = 0 to istnieje dokladnie jedna miara bolerowska regularna p : B! — [0, co| taka, ze
F=F,.

Przyktad 1.12. Biorac funkcje

I

—1dlaz<0
F<x)_{0dla:v>0

to odpowiednie 4 jest delta Diraca w 0 € R.

(o0dla0gA
6<A)_{ 1dla0e A

Przyktad 1.13. F(z) = x to odpowiednie p jest miara Lebesgeu’a. Rzeczywiscie:
w((0,z]) =z dlax >0

p((z,0]) = —z dlaxz <0
czyli F), = F'.

Definicja 1.14. Niech M bedzie rodzing podzbiorow X. Méwimy, ze M jest klasa monotoniczng
gdy:
1. jesli A, e Moraz A, ~ Ato Ae M

2. jesli A, € M oraz A, \\Ato Ae M

Uwaga 1.15. Jesli S jest rodzing podzbioréw X to istnieje najmniejsza klasa monotoniczna zawie-
rajaca S, ktéra oznaczamy M(S).

Twierdzenie 1.16. Niech A bedzie algebra podzbioréw X. Wowczas M(A) = X(A).
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Twierdzenie 2.1. Niech A bedzie algebra podzbioru X. Wtedy ¥(A) = M(A).

Dowdd. Oznaczenie: M(A) = M.

Ustalmy podzbiér A C X i rozwazmy M(A) = {B € M : AUB € M} C M. M(A) jest klasa
monotoniczna. Rzeczywiscie jesii B,, € M(A) oraz B, /" Bto AUB, / AUB € M. Zatem
BeM(A). Podobnie argumentujemy dla B, \, B.

Jesli A € AtoVB € Amamy AUB € A C M, zatem B € M(A). To pokazuje, ze A C
M(A) € M zatem M(A) = M (bo M jest najmniejsza klasa monotonicza zawierajaca A). W
szczegblnosci, mamy By U By € M jesli przynajmniej jeden ze zbioréw (B; lub Bs) jest elementem
A. To pokazuje,ze A C M(B) dla wszystkich B € M i M(B) = M. Czyli M jest zamkniety na
branie sum.

Czy M jest zamkniety na branie dopetniefi? Niech N = {A € M : X\ A € M}. Zauwazmy, ze
A C N oraz N jest klasa monotoniczng. Zatem N = M. Czyli M jest algebra.

M jest o-algebra: niech A, € M,n € N. Zdefiniujmy A, = = Up_, Ax € M oraz A, / Ure
Czyli Up2y A, € M 1 M jest o-algebra co pokazuje ¥ C M. Na odwrét: M C X bo X jest klasz%
monotoniczng zawierajaca A. O



Twierdzenie 2.2. Niech y : A — [0, 00] bedzie premiara o-skoniczona. Wowczas jesli premiara p
rozszerza sie do miary na %(.A) to tylko na jeden sposdb.
Przypomnienie: p jest o-skonficzona jesli 3 zbiory (X;);en p(X;) < oo oraz X = U2, X;.

Dowdd. Przypadek 1. p(x) < oo: przypusémy, ze p ma dwa rozszerzenia iy, jis : 2(A) — [0, 00].
Niech M = {A € 3(A) : 11(A) = 12(A)}. Zauwazmy, ze A C M. Jest jasne, ze jesli A, A oraz
A, € M to A € M. Poniewaz u(x) < oo to takze dla A, \, A mamy A € M. Czyli M jest klasa
monotoniczna a wiec M = M(A) = X(A).

Przypadek 2: u jest o-skoficzona: 3 ciag X,, /X gdzie u(X,) < oc.

Na mocy poprzedniego przypadku p7(A N X,) = m(AN X,),n € N. Biorac n — oo dostajemy
i (4) = fin( ) .

Twierdzenie 2.3. Niech F': R — R bedzie funkcja niemalejaca, ciggla z prawej strony. Niech A
bedzie algebrg skonczonych sum roztgcznych odcinkéw. Dla odcinka A C R definiujemy

FO-F), A=l
_JF() - F(a), A=[ab)
pr(A) = F(b™)—F(a), A= (a,b)
F(b) = F(a),  A=(a,b]

Niech pp bedzie rozszerzeniem pp(odcinki) do A. Wowezas pp jest premiara regularna na A.

Dowod. Wprost z konstrukeji wynika, ze pup jest addytywna. Wykazemy, ze pup jest zew. regularna:
niech A € A. Mozna zatozy¢, ze A jest skoriczong sumg odcinkéw otwartych i punktow. Zewnetrzna
regularnos¢ ze wzgledu na odcinki otwarte jest oczewista. Niech z € R, up({z}) = pr({[z,z]|}) =
F(z) — F(x7) = lim¢o(F(z +¢€) — F(x —¢€)) = limejo ur((z — €, + €)), co pokazuje, zewnetrzna
regulrnos$¢ dla punktow.

Wykazemy, ze pp jest wew. regularna: z punktami nie ma problemu. Latwo tez sprawdzi¢ ze

pr((a, b)) = JLH;O/LF([CLn,bn]) gdzie a, \, a, b, /" b.
Wykazemy o-addytywnos¢: niech I = )2, gdzie I, I,, - skonczone sumy roztacznych odcinkéw.
Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢ ze I jest odcinkiem oraz [I,, réwniez sg odcinkami.

Przypadek 1: [ jest zwartym odcinkiem. Ve istnieja odcinki otwarte J,, takie, ze I, C J, oraz
t. ze pp(Jn) < pr(ln) + 57 (zewnetrzna regularnosé). Skoro I jest zbiorem zwartym to 3N t. ze
I cUN | J,. Zatem pu(l) < N () <00, u(l,) + €, Ve > 0 i widzimy, ze u(I) < S50, u(1,).
W druga strone UpZy I = 1 to p(1) = X0l p(ln) = p(1) = 0%, plIn).

Przypadek 2: jesli I jest odcinkiem ograniczonym to doktadajac ewentualnie brzegi I i korzy-
stajac z poprzedniego argumentu dostajemy o-addytywnosé .

Przypadek 2: jesli I = [a, 00) to biorac x > a i rozwazajac przejscie graniczne [a,x] /" |a, 00)
tez mozna pokazaé, ze pu(I) = >0 u(l,) dla I = [a, 00). O

Niech i : A — [0, 00] bedzie premiara. Dla A C X definiujemy

p(A) =inf{d " puA,) : Ac | A A, € A}
n=1 n=1

Wrtasnosei p* :



L p*(0)=0

2. Ay C Ay to p(Ay) < p*(Ar), A, X

3. (U, Ay) < 300w (Ay) - podaddytywnosé
4. Jesli A e Ato p*(A) = p(A)

w* jest tzw. miarg zewnetrzna.

Twierdzenie 2.4. Niech y* bedzie miarg zew. na zbiorze X. Wowczas rodzina > podzbioréw X
speliajacych warunek Caratheodory’ego: A € 3 iff

pr(E) = p (AN E) 4+ p*(A°N E),
dla wszystkich # C X jest o-algebrg oraz pu* obciete do X jest miara.
Dowod. A,B € ¥ to AUB € X.

pr(E) = p(ANE)+p (A°NE)=
= p(BNANE)+p (B°NANE)+ p (BNA°NE)+ p (B°NA°NE) =
> W ((AUB)NE)+pu ((AUB)NE)
Podaddytywnos$¢ p daje nieréwnos¢ przeciwna: p*((AU B) N E + p*((AU B)°N E) > p*(E).
Niech A, € X. Mozna zalozy¢ ze A, N A,, = 0,n # m. Niech A, = U}_, A oraz A = U2, Ag.

pW(ANE) = p(AyNA,NE)+ (AN E) =
(A, NR) + (A1 NE) =

= k-1 (A N E)

Ponadto: . .

(A N E) + (A, N E) =

Spo 1 (Ae N E) + (A, N E) >

i (A NE)+ p*(A°NE), dlan e N.
it (Ae N E) + p (AN E)
P(ANE)+ p (AN E)

p*(E), zatem A € 3

=

*

3
|

x

t*

E
YAVARVAVA

(1* obcigte do p jest miara:
E = A w % daje

T Zu (AnNA)+ p (AN A) = Zu (Ap)
k=1
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Warunek Caratheodory’ego ( warunek na zbiér A): A € ¥ < p*(E) = p*(ANE)+u*(A'NE) VE C
X, gdzie ¥ to o-algebra, a u* to miara zewnetrzna.

Twierdzenie 3.1. Niech A bedzie algebra podzbioréw X oraz p : A — [0, 00] bedzie premiara.
Niech p* bedzie miarg zewnetrzng zwigzana z . Wowcezas A C 2.

Przyktad 3.2. A = {algebra skonczonych, parami roztacznych odcinkéow}
p([a, b)) = p(la, b)) = p(la, b)) = p(la,b)) =b—a

Y. zawiera A oraz p*|y jest miara na X, ktéra nazywamy miara Lebesgeu’a.
Dowdéd. Niech A € A oraz E C X. Subaddytywnosé¢ p*:

p(E) < pr(ANE) +p (A N E).
Niech (A,,)nen bedzie pokryciem zbioru E zbiorami A, € A. Wtedy

i p(Ay) = i W(ANA,) + fj WA NA,) >

n=1 n=1

> (ANE)+p (A NE).
Biorac inf po pokryciach dostajemy p*(E) > p*(ANE) + p*(A'NE). ]
CALKA LEBESGEU’A: (X, X, 1) - przestrzeh z miara

Definicja 3.3. Niech f : X — R. Méwimy, ze f jest mierzalna jesli dla kazdego zbioru mierzalnego
A € B" (o-algebra podzbioréw borelowskich), f~1(A) € ¥ (przeciwobraz zbioru borelowskiego jest
mierzalny).

Stwierdzenie 3.4. Funkcja f : X — R" jest mierzalna < f~1(I) € ¥ dla wszystkich I postaci
I = (a1,00) X (az,00) X ... X (a,,o0).

Dowad. (Szkic):

= oczywiste

< jesli f spetia f~1(I) € X to f~1(J) € ¥ dla J = (ay,b1) X (az,b2) X ... X (ay, by,). Dowolny zbidr
otwarty w R" jest przeliczalna suma kostek. O

Stwierdzenie 3.5. f : X — R" - mierzalna oraz g : R — R™ mierzalna. Wéwczas g o f jest
mierzalna. W szczegoélnosci jesli fi, fo : X — R sg mierzalne to fi + fo, fife sa mierzalne.

Dowdd. A€ B, (go f) (A) = [0 g1 (A)
g (A) - zbiér borelowski, a wiec f~! o g71(A) - mierzalny.

f: X —R%:
_|( fi(2)
9,5:R? = R:
g(x1,22) = 21 + T2, g(z1,m2) = 21 - T2
Wowczas:
gof=rfi+f gof=rfifo
Kazda z funkcji g, g i f jest mierzalna, wiec ich ztozenia rowniez. O]
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Twierdzenie 3.6. Niech (f,,),en bedzie ciagiem funkcji mierzalnych. Wowczas sup,,cn(fn), infrpen(fn),
liminf, .. (f,), limsup,,_, . (f.) sa mierzalne.

Dowod. Wystarczy pokazaé dla sup:
o inf(f,) = —sup(—/fu),
o limsup, . (fn) = infuen(fn), gdzie fu(x) = supys, fi(@),
e podobnie dla lim inf.

Dwodzimy wiec dla sup:

xesupfn_l((a,oo)) S 3n: folz) >aeze | [ (a,00) €

neN neN

Notacja: A € ¥ to funkcja charakterystyczna zbioru A:

1, reA
Xa(z) = 0 r¢ A

jest mierzalna.

Definicja 3.7. Moéwimy, ze funkcja s : X — R jest funkcjg prosta, jesli zbiér jej wartosci jest
skonczony.

Niech ay, @, . .., a, € R beda wartosciami funkcji s, A; = s (), wtedy s(x) = X0, asxa(x).

Definicja 3.8. Niech s: X — R, bedzie funkcja prosta, A € 3. Wowezas liczbe >0 | a;u(A; N A)
oznaczamy [, s(x)du(x) i nazywamy catky z s po zbiorze A wzgledem miary .

Twierdzenie 3.9. (i) [, sdu= [, xasdp,
() f e, a, sdn =20 [y, sdu,
(iil) [, asdp = o [, sdp, o€ Ry,

Jals +t)dp = [, sdp+ [, tdp,
(v) AC B= [, sdu> [, sdpu,

(vi) s> t= [, sdu> [, tdp.

Dowdd. (i) jest wnioskiem z réwnosci xa(z) - xp(x) = xans(x).

1V

1)
)
)
D) s

(ii) wynika z o-addytywnosci p.

(iii) oczywiste.



(iv) s =3 aixa, t =" Bixp,, Cij=ANB;, s+t=3;(q+Bj)xans;

/&+wzzmﬁ@m%m@mm:

Z‘?j

= > @y p(ANANB) + 333 uB;NANA) = (1)

J J

:ZOKZ',M(AZ'QA>+ZBJ‘,M(BJ‘QA):Asdﬂ+/4tdu,

gdyz np. p(A; NA) = (AN AN, By) = X, u(Ai N AN By).

(v) jasne.

(Vl) Jesli s < tis= Z?:l QXA t= Z?:l /BjXBj to kiadadc Cij = AszJ El’}/zj 1 5@']’; gdzie Vij < (5,'3'
takie, ze s = 32, ; VijXc,, 1t = 25045 Xcy;

/ASdM =D 7(Cy N A) <D 0yu(Ciy N A) = /Atdﬂ-
i, 4]

Calkowanie dowolnej (dodatniej) funkcji mierzalnej:

Definicja 3.10. Jesli f : X — R, to sup,.;(sdu) nazywamy catka po zbiorze A i oznaczamy:

/A fdy
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Przypomnienie 4.1. Jesli f : X — R, jest funkcja mierzalna, to catke z f po A definiujemy
wzorem A € X, [, fdp = sup,¢; [, sdp gdzie s sa dodatnimi funkcjami prostymi.

Twierdzenie 4.2 (Twierdzenie o zbiezno$ci monotonicznej). Niech (f,,) bedzie ciagiem rosnacym
nieujemnych funkcji mierzalnych oraz niech f = lim, . f,. Wowczas:

lim / Fudp = / Fdy

Dowdd. Zauwazmy, ze ciag o, = [ 4 fndp jest rosnacy. Niech a = lim, . a,. Skoro f, < f to
On :fAfnd,u < fAfd,ui

dla wszystkich A € 3.

a < /A fdu (2)



Nieréwnosé odwrotna: ustalmy funkcje prosta s < f oraz 6 €]0; 1] i niech

A, ={zx e A: f.(x) > 0s(x)}

/fndw/ fndu>9/ sdy
A An An

Przechodzac z n — oo dostajemy o > 6 fA sdu. Zatem

a}@sup/sduz@/fdu.
s<fJA A

Skoro jest tak dla wszystkich 6 €]0,1[ to a > [, fdu co wraz z (2) daje a = [, fdp. O

Wowczas A, / A. Zatem

Uwaga 4.3. Niech f: X — R, bedzie funkcja mierzalng. Wezmy funkcje prosta

n2™
k , Lk k+1
= 3 gk adde Ay = ] ([Qn, o

) e = £

Wowezas (s,,): jest wzrastajacym ciggiem funkeji prostych oraz f(x) = lim, .o $,(x). Zatem [, fdu =
lim,, o fA Spd.
Whniosek 4.4.
Ji,fo: X = Ry /(fl + f2)dp = / fldqu/fzdu-
A A A

Dowdod. Niech s, / f1it, / fo, gdzie s,,t, sa funkcjami prostymi. Wtedy s, +t, ~ f1 +
f2 1 korzystajac z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej dostajemy [ AU+ f2)dp = 1) 4 fidp +

fA fgd/i ]
Lemat 4.5 (Lemat Fatou). Niech Vn € N f,, : X — R, beda mierzalne. Wowczas

liminf/ fadp > /(lim inf f,)du.
A A n—oo

Dowdd. Zauwazmy, ze ciag g, infy>, fr jest rosnacym ciagiem funkcji oraz liminf, . f, =

limy, o0 g - Ponadto Vn € N g, < f i [, gndp < [, fudp a wiec

liminf/ gndp < lim inf /fndu(*).
A e Ja

n—oo

Z drugiej strony ( [y gndp) jest rosnacy, zatem:

liminf/gndu: lim /gndu

Korzystajac z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej widzimy, ze

lim gnd,u:/ lim g,dp = / liminf f,du

i dostajemy
/liminf frdp < liminf/ fndu
A n—oo n—oo A



Calkowanie funkcji rzeczywistych Niech f : X — R i bedzie funkcjg mierzalng oraz f+ =
max(f,0) i f~ = max(0,—f). Funkcje f* i f~ sa dodatnie oraz f = f* — f~. Jedli catka z fT i
catka z f~ sa skonczone, to catke z f definiujemy wzorem

/A fdp = /A Frdp - /A Jdp

[ Rt < oo, [ S(ytdn < o0
[ R i< oo, [ () dn <o

Jesli f : X — C oraz calki
(3)

to definivjemy: [, fdu = [, R(f)dp + i [, S(f)dp € C. Latwo pokazaé, ze f spemia (3) &
Jalfldp < oo. Ponadto | [, fdu| < [, |f|dp oraz [, |f + gldu < [, [fldu+ [, |gldp.
Uwaga 4.6. Symbolem £!(X,du) bedziemy oznaczaé zbiér funkeji, o skoriczonej catce z modutu,
tj:
£1Xdn) = {1+ X = C: [ |fldu < oc)
X

Twierdzenie 4.7 (Twierdzenie Lebesgeu’a o zbieznosci zmajoryzowanej). Niech f, € LY(X, dpu)
i( fr)nen bedzie zbieznym punktowo do f ciagiem funkcji. Przypusémy, ze 3g € L1(X, du) taka ze
vn € N|fo(2)| < g(z). Wtedy limy, oo [, fudp = [, (limy, oo fr)dp.

Terminologia: g(x) nazywamy majoranta (f,)nen-

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze Vn € Nf,, > 0. Z lematu Fatou dostajemy

lim inf/ fndp > / fdu
A A
Zauwazmy, ze
lim inf (—f,) = —lim sup (fy)(x**).

Skoro g — f, > 0 to z lematu Fatou mamy

lim inf A(g — fu)dp > /Alim Jnf (9 — fu)dp = /A(g — fu)dp.

n—oo

Skracajac [, gdu dostajemy: — limsup,, ., [, fadp > — [, fdpawiec [, fdu > limsup, . [, fadp
W koncu

hminf/ fndp > / fdu > limsup/ fndp > liminf/ fnd.
A A A e Ja

n—00 n—00

Skoro ciag nieréwnosci zaczyna sie i koriczy liminf, o [ 4 fndp to nieréwnosci powyzsze sg row-
nosciami. W szczegolnodci liminf, .o [, fodp = limsup,, . [, fadp = lim, .o [, fudp i w konicu
lim,, o fA fndp = fA fdu. O

Iloczyn tensorowy miar Niech (X7, 31, 1) 1 (Xo, 29, o) beda przestrzeniami z miarg o—skonczona.
Konstrukcja przestrzeni (X7 x X5, X1 @ X9, 11 & f2):
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e zbiory postaci A; x As, gdzie A; € 3; nazywamy prostokatami mierzalnymi;
e niech ¥; ® Yy bedzie najmniejszg o—algebra zawierajaca wszystkie prostokaty mierzalne;

e miara 1 ® u, powinna dla prostokata A; X Ay spetniaé (g ® po)(A; X As) = p1(Ay) - pa(As)
oraz powinno zachodzi¢ twierdzenie Fubiniego:

/Xlxxzf(xl,m)d(M@m) Z/X1 dp /X2 dpa f (1, 12) = /X2 dps /X1 dpy f(z1, 22)

Okazuje sie, ze warunki te jednoznacznie wyznaczajg pewng miare na X; X Xo W szczegblnosci
konstrukcja ta zastosowana (n — 1 krotnie) do miary Lebesgeu’a na R daje miare Lebesgeu’a na R".

5 Wyklad 27.03.2017

Uwaga 5.1. (X;, %, 1), ¢ = 1,2, pu; — o-skonczone — (X7 x X9, %1 ® Yo, 111 ® us), gdzie dla
Ac 21 X 22

M :/X dpu(a:) (/X XA(:E17-772)d,u2(332)> =

()=, x x, XA (@1,22)d(p1 Dp2) (21,22)
/ dﬂ(@) </ XA(xlal’z)dMl(iUl))
X2 X1

Korzystajac z (%) oraz tw. o zbieznosci monotonicznej dowodzi sie tw. Fubiniego:
Twierdzenie 5.2. Niech f bedzie funkcja na X; x X5 (mierzalna)

e jesli f jest dodatnia to

/XIXX2 f(zr, m2)d(pn @ pa) (w1, 72) _/ f(xl,l‘g)duz(xg)) _

X1

/X dl@(%)( . f(xh@)d“l(xl))

[ Jeéh f . X1 X XQ — C to fX2 ’f(,$2)|du2 € £1<X1,d,ul>, gdy f € £1<X1 X Xg,d(,ul X ,u2>)

(o)

X

Ponadto jesli f € LY(X; X X, d(j1 ® dus)) to zachodzi wzér z punktu pierwszego.

Definicja 5.3. Niech 1 < p < 00, p € R. Przestrzenie £P(X, du) := {f X = C: [ |fPdp < oo}.
Notacja || f|l, = ([ |f|pdu)%. Moéwimy, ze f: X — C jest zero u—prawie wszedzie jesli

u({o € X : f(z) £ 0}) = 0.
Przyklad 5.4. f = x4, gdzie u(A) =0,A=Q C R.

Lemat 5.5. ||f|[, =0 <= f=0pup. w.
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Dowéd. = Niech A, ={z € X : |f(z)| > L}, A= {2 € X : f(z) # 0}. Zauwazmy, ze N> | A, \, A.

Ponadto
/|f|pdu>/ !flpdu>/ u—f A) = u(A,) =0

dla wszystkich n € N. Skoro A4,, \, A to u(A) =

N / e+ NG

——
=0, bouA) 0 =0, bo na X\A f=0

Uwaga 5.6. LP(X,du) sa przestrzeniami wektorowymi. Rzeczywiscie:
|f +gl” < 2Pmax(|f], g[") < 2°(|f1" + |gI”)

jesti ||l < 00 1 llgll, < 0 0 [1f + glly < oo,
N(X,dp)={f: X = C: f—zero p—p. w.}

LP(X, dp) /N (X, dp) == LP(X, dp)
ina LP(X,du) definiujemy norme p-ta j.w.
Przestrzen £°(X,du) i || ||

1 flloe = nf{C": p({z € X : [f(x)] > C}) = 0}

Twierdzenie 5.7. (Nier6wnosé¢ Holdera) Niech 1 < p,q¢ < oo spelniajg %4—% = 1. Jedli f €
LY(X,dp) oraz g € LU(X,du) to f-g € L(X,du) oraz || fg|ls < ||fllllgllq

Dowdd. zal., ze p # 00, q # 0o i zal. bez straty ogdlnosci, ze ||f||, = ||g|l; = 1. Wypuktosé¢ funkeji

exp daje:
(Lo+ly) 1 1
e\r eV L —e¥ + —e?.

Kladac = = log |7,y = log g|?, mamy
1 1
|f1- gl < =1f]P + —|q|?
p q
1 1 1 1
1f -l =/|f-g| < /!fl”+/|glq= L - Nl
P q P q
Dlag=o00,p=1

fol & el = [ g < [ ol

p P W catkujemy Hng<HfH1 g1l

12



Twierdzenie 5.8. (Nieréwno$¢ Minkowskiego) || f + g|l, < ||f||p + |9y gdy f,g € LP(X,dp)

Dowéd. Niech g l:1{§:1_l—7’ 1}DaleJ

q p

“B\H

FHglP <(fI+1gDIf + gl = 1f1- 1+ 9P + gl - [f + g7

Calkujac i stosujac nier. Holdera

E (/mp)’l’ <1/f+g(pl)q>3 +(/ |g|p); </|f+g|(’"”q>é -

(f1rap) Qi+l = r+ally <1l + sl
——

1

=([1f+gl?) i

Twierdzenie 5.9. Przestrzenie LP sg zupelne.

Dowéd. Niech (f,,)nen bedzie Cauchy’ego w LP(X, du). Wystarczy pokazaé, ze (f,,)nen ma podciag
zbiezny. Mozna bez straty ogélnosci zatozyé¢ (ewentualnie przechodzac do podciagu), ze

1
an+1 - anP < 27

Rozwazmy funkcje g, = f, — fu_1,n > 1 oraz gy = fi i zdefiniujmy funkcje G(x) = >0°, |gn ()]
Zauwazmy, ze

HZng My < X_:Hgk \|p—Hf1Hp+ZQk\ Ul

Na mocy tw. o zbiezno$ci monotoniczne;j

I Z |91 (2)[[lp < 00

—(Jx Gla)?

Zatem G(z) < oo pu—p. w., czyli szereg > 22, gx jest bezwzglednie zbiezny p—p. w. Zauwazmy, ze
Sigk(@) = fo— faor + foc1 — fao+ ... — f1 = fu(x). Niech f(z) = lim,_ o fn. Wowczas
lim, o [|f — fullp = 0. Rzeczywiscie |f — f,|P fo0 puktOWO, ) (yrag |f — ful? < G(x)P i skoro

[ G(x)P < oo to korzystajac z tw. o zbieznosci zmajoryzowanej:

fim [ 17 = P =0= lim 17 = £
X

n—oo

Uwaga 5.10. L*(X,du) jest przestrzenia Hilberta.
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6 Wyklad 03.04.2017

Przestrzenie Hilberta

Przyktad 6.1. Ciggi sumowalne z kwadratem:

I*(N) = {(an)nen : an € C, i lan|* < oo}

n=1

Iloczyn skalarny:

<(an)n€Na (bn)n€N> = i%bn dla (an>n€N(bn)neN € 12<N)

n=1

I2(N) jest przestrzeniag unormowana i ||(an)nen|| = ((@n)nen, (@n)nen)/?. Jedli N zaopatrzymy w
miare liczaca: u(A) = #A to I?(N) = L3(N, dpu).
W szczegdlnosci 12(N) jest przestrzenia zupelna.

Definicja 6.2. Niech H bedzie przestrzenia wektorowa nad C. Méwimy, ze odwzorowanie (-,-) :
H x H — C jest forma pottoraliniowg jesli:

o (¢, 1ty + anthe) = a1, 1) + s, 1y) — liniowosé w argumencie drugim

o (a1 + o, V) = a1 {p1, ) + as(Pa, ) — antyliniowos¢ w argumencie pierwszym
(-,+) nazywamy iloczynem skalarnym jesli dodatkowow:

o (¢,9) = (V,9)

* (¢,0)>0, ¢ #0

Niech ¢ € H. Méwimy, ze ¢ jest wektorem jednostkowym jesli ||¢|| := (¢, )/ = 1. Dla ¢ € H
oraz ¢ unormowanego (jak wyzej) definiujemy:

Y = (o, ¥)p oraz P =Y —
Latwo sie przekonaé, ze (¢, ¢) =0, (¢,¢ 1) = 0. Méwimy, ze wektory 11,1, € H sa prostopadle
jesli (11, 19) = 0, oznaczenie ¥y L 1.
Twierdzenie 6.3. (Pitagorasa)

U1 L by = ||ty + o2 = ||U1]|? + | 1o 2. W szczegdlnodei

11 = [l + [l = [, &) + [l (4)
Twierdzenie 6.4. Nier6wnosé¢ Cauchy-Schwarza: |(¢, ¥)| < ||| - ||¢|| dla wszystkich ¢,¢ € H.

Dowdéd. Nieréwnosé Cauchy-Schwarza wystarczy wykazaé dla ||¢|| = 1. Przy tym zalozeniu jest ona
prosta konsekwencja (4). ]
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Lemat 6.5. || - || spelnia nieréwnos¢ tréjkata (czyli jest norma)

Dowdd. |[v + |1 = |[¥]* + [|0]]” + (¢, d) + (¢, ) = [[|[* + [[6]]* + 2Re(¥, ) < ||[]* + [|6]]* +

2, )| < [IW[12 + 11811 + 211 - 11| O
Definicja 6.6. Przestrzen H z iloczynem skalarnym (-, -) nazywamy przestrzenia Hilberta jezeli H
z norma || - || jest zupetna (ciagi Cauchy’ego sa w niej zbiezne).

Przyktad 6.7. (X, 3, u)— przestrzen z miara, to wprowadzajac iloczyn skalarny

(6,) = /X F@)(@)du(z)

gdzie ¢, € L*(X,du), L*(X, du) staje sie przestrzenia Hilberta.

Definicja 6.8. Méwimy, ze {@; }ies jest uktadem ortonormalnym jesli (¢, ¢y,) = 0 i1 # is oraz

lloill =1

Przyktad 6.9. L?([—m, 7], d\) ¢p(t) = \/%eikt k € Z. Wowcezas (¢, )rez jest uktadem ortonormal-
nym.

Stwierdzenie 6.10. Niech {¢;}7.; bedzie ukladem ortonormalnym oraz @ € H. Niech 1 =
im1 (0i, V)@ oraz 1 = — 1. Wowcezas:

(i) = 0, ([l =3 Kgi, )" + [lve]”.
=1

Jesli b € span({¢;}7;) to || — ]| > |[¢hL a réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = Y

Dowdd. Latwo sprawdzi¢, ze ¢, L ¢, i =1,--- ,n oraz ¢, 1L 4. Z twierdzenia Pitagorasa:

11 = 1Ll + Tyl 1* = D2 K, ) + [l ]
i=1

Niech ¥ € span({¢;}i ;) i b = i1 Cihi. Wowezas ||y — Q/AJH = Yin ({0, 0) — ci)di + Yo P =
im1 [(0i, 1) — i + [0 a stad [[¢ — @] > [[L]]* oraz réwnos¢ zachodzi gdy ¢; = (¢4, ) co
oznacza ¢ = O]

Whiosek 6.11. ¢ jest elementem span{¢;};; najblizszym wektora )

Wersja stwierdzenia dla nieskonczonego uktadu ortonormalnego wymaga uzycia zupelosci H
do definicji ¢y. Niech wiec {¢;}ic; bedzie ukladem ortonormalnym gdzie I jest przeliczalnym
zbiorem. Dla kazdej skoriczonej podrodziny {¢y,- - , ¢, } zachodzi nieréwno$¢ S°7_ [{(¢i,, ¥)[*| <
|[¢]]2. Zatem szereg wspdtczynnikow Yp_; [(ds,, ¥)|*] < oo. Ponadto ciag Y3, (¢i,, V) d; tworzy
ciag Cauchy’ego. Rzeczywiscie, dla ¢, = >, (¢i, V)di, Vm = Sty (¢i, )@y dla n > m mamy
b — Yml|? = || i (@0 V)P = S0y [{d4, ¥)]? < € dla dostatecznie duzych n, m. Kladziemy
V) = Yier (00, V) @i

Jesli I nie jest przeliczalny to ciagle liczba niezerowych wspoétczynnikéw (¢;, 1) jest co najwyze;
przeliczalna i w tym przypadku réwniez ktadziemy v = Y7 (¢4, V) ¢
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Definicja 6.12. Jesli uktad jest ortonormalny {¢; };c; nie jest zawarty w istotnie wigkszym uktadzie
ortonormalnym to taki uktad nazywamy bazg ortonormalng.

Twierdzenie 6.13. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1. {¢;}icr jest baza ortonormalna
2.9 =2 <¢“w>¢z

3. [P = Cier (¢4, ¥)[?
4. (¢;, ) = 0 dla kazdego i € I = 1) =0

L= 2. ¢ =, + ¢ gdzie ¥ L ¢, gdyby ¥ # 0 to {@i}ier C {@i}tier U {Hzii\l} i widzimy, ze
{bi}ier} nie jest maksymalny.

2. = 3. przyktadamy || - ||*> do obu stron 2.

.= 4. (0, ) =0=||[Y|P=0= ¢ =0.

4. = 1. {¢; }ies nie jest maksymalny to istnieje ¢ € H |[¢|| = 1 takie, ze {¢; }ies U {9} jest uktadem
ortonormalnym. W szczeg6lnosci (¢;, 1) = 0 oraz ¢ # 0 — sprzecznoscé.

7 Wyklad 10.04.2017

Przypomnienie 7.1. Zdefiniowaliémy uktady ortonormalne, bazy, itd. Przyktadem jest H = L*[—m, 7],

ep = \/%e““, k € Z, {ex}rez. H posiada przeliczalna baze.

Uwaga 7.2. Uzywajac aksjomatu wyboru mozna pokazac, ze kazda przestrzen Hilberta ma baze
ortonormalna.

Twierdzenie 7.3. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz {¢y }rez bedzie (przeliczalna) baza.
Jesli {9 },es jest baza H, to J jest zbiorem przeliczalnym.

Dowdd. Ustalmy k € Z i niech Ji, == {j € J : (¢}, ¢x) = 0}. Zauwazmy, ze Jj, jest zbiorem przeli-
czalnym. Ponadto J = Uez Ji. Rzeczywiscie, gdyby J byl zbiorem istotnie wiekszym niz Uz Jk,
to istniatby wektor 1; ¢ Jy, to znaczy (¢, ¢r) = 0 Viez. Skoro {¢y}rez jest baza, to takie 1); jest
wektorem zerowym, co daje nam sprzecznosé. W szczegolnosci J jest zbiorem przeliczalnym. O

Definicja 7.4. Méwimy, ze H jest przestrzenig osrodkows, jesli posiada ona przeliczalng baze.
Fakt 7.5. Jesli H jest przestrzenia oSrodkowa, to H jest unitarnie izomorficzna z [*(N).
Dowdd. Niech {¢;} bedzie baza H. Wowcezas U : H — [*(N), gdzie dla ¢ € H mamy:
(U¢)n€N = (<¢na¢>)n€N
O

Twierdzenie 7.6. (O rzucie ortogonalnym.) Niech M C H bedzie domknieta podprzestrzenia
wektorowg oraz M+ = {¢p € H : ¢ L ¢ Vyen}. Wowezas Vyep istnieja oy € M, ¢, € M*, t. ze
Y = + ¢.. Ponadto takie 9,1, sg wyznaczone jednoznacznie.
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Dowéd. M jest przestrzenia Hilberta. Niech {¢;};c; bedzie ortonormalna bazg M. Definiujemy
V) = Xies(@), V)¢5 oraz ¢ =1 — ). Jednoznacznoé¢ wynika z réwnosci M N M+ =0. H

Uwaga 7.7. Majac M C H jak wyzej definiujemy P : H — H, gdzie Py = ;. Wiasnosci P:
o P2=P,
o (,Po) = (P, ¢), poniewaz: (Py,d) = (¥, ¢ + ¢1) = (¥, ¢)) = (¢, Pg).

Operator P spekiajacy oba powyzsze warunki nazywamy rzutem ortogonalnym.

Przyktad 7.8. H = L?[-7, 7], ex = =¢™ {e) }rez — baza.
My = spanf{e_n,€_ni1,...,en_1,€n}, dim My = 2N + 1.

Px — rzut na My; ¢ € H = L?|—7,7]; a € [—7, 7).

(Pvv)(a) = 3 (dn¥)oela) = < j_e-iww(ﬁ)d@ ¢12_7T:

k=—N

k=—N
N e—iN(a _ p—i(a=B)(2N+1)
> ety = [ € L e (3)5 =

™

1
27 1 — eila=P)

™ in 204 (o —
/“’ @ =0) )08

221 sin(%9)

Twierdzenie 7.9. (Riesza.) Niech [ : H — C bedzie ciagltym funkcjonalem liniowym na H. Wow-
czas istnieje doktadnie jeden wektor ¢ € H taki, ze Vyey mamy [(¢) = (¢, ).

Dowéd. kerl = {¢ : I(¥») = 0} C J. Jadro operatora [ jest podprzestrzeniag domknigta. Jesli
kerl = H, to ktadziemy ) = 0. Jesli kerl # H, to wybieramy ¢ € ker !t : |[¢)|| = 1.
Zauwazmy, ze Vpep | ()t — 1()¢ € kerl. W szczegdlnosci:

0 = (0, U@} — L)) = 1) — (&, 1)) = L) — (L), ).

Czyli l(¢) = (mlﬂ, ¢). Ktadac ¢ = 1(¢)) dostajemy istnienie 1 jak w tresci twierdzenia.
Jedynosé: jesli ¢n,19 € H spelniaja sa takie jak w tezie to (Y1, ¢) = (s, ¢) dla wszystkich ¢.
Zatem <77/11 — ¢2,¢> =01 dla gb == Q,Dl — ¢2 mamy ||¢1 — ¢2||2 =01 1/)1 == 1/)2.

[]

Wielomiany ortogonalne

Przypomnienie 7.10. Ortogonalizacja Gramma-Schmidta.

{1, ..., ¥y, ...} — zadany uklad wektoréw. V,, = linspan{ty, ...,¢,} i dim V,, = n. Definiujemy uktad
ortogonalny {1, ..., ¢, ...}. W sposéb indukcyjny:

L. ¢1 = wla
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2. majac {é1, ..., 61} definivjemy ¢, = ¥, — i e,

Niech dany bedzie odcinek [a,b] oraz p : [a,b] — R, (dopuszczamy mozliwosé a = —o0,b = o0)
gdzie p — mierzalna taka, ze: p(x) > 0, z €]a, b[; p nazywamy waga. Niech

H = I2(ja, ], pdz) = {f : [a}] — C - / (@) Pple)dr)

Zaloézmy, ze fab |z|"pdx < co. W szczegdlnosei {1, z, 2%, ..., z", ...} C H.V, — przestrzeni wielomianow
co najwyzej stopnia n.

Ortogonalizacji Gramm-Schmidta zastosowana do {1,z,z?%,...,2", ...} ~ {Py, ..., P,, ...} — uktad
ortogonalny, deg P, = n oraz
(Py,P) = 0 Vjz. Niech p, = |I£ZII ~> {Po, ---s Pn, ---} — uklad ortonormalny. Do kwestii, kiedy

{Po, s Dn, ---} jest baza powrdcimy pdzniej. Zauwazamy, ze p, sa wielomianami o wspoétezynnikach
rzeczywistych.

Niech k,, bedzie wspétezynnikiem p, przy najwyzszej poedze z: p,(x) = k,x"+ nizsze potegi.
Dla j,m € N definiujemy G, = (p;, TDm,)-

Stwierdzenie 7.11. 1. B, = By, oraz B, =0,|j —m| > 2,
2. ITPn = ﬁn—i—l,npn-‘,—l + ﬁn,npn + 5n—1,npn—1a
3. Bn—kl,n - kkin

n+1

Dowdd. 1. B, = f; p(2)pj () pm(z)xdr = ff p(2)pm (2)pj(x)xde = Bpy; jesli np.: 7 > m+ 2, to
pj L Vg1, Skoro ap,, € Vyq1 to xp,, L p;.

2. IPn = ZZJ:ré <pk:7 xpn)pk - ﬁnJrl,nanrl + ﬁn,npn + ﬁnfl,nanrla

3. (Pnt1,TPn) = (Pr+1, kna™ T + wiel. stop. n) = <pn+1aknxn+1> = k‘fil (pn+1,kn+1x”+1> =
= kfil <pn+la kn—i—lxn—i_1 + U> = k‘fil <pn+17pn+1> = kfil .

gdzie u - wielomian n-tego stopnia taki, ze k, 12" 4+ u = p,iq

8 Wyktlad 24.04.2017

Uwaga 8.1. Waga p : [a,b] — Ry, p(s) > 0 dla s € [a,b]. Miara pdx. Przestrzen Hilberta
L([a,b], pdw) = {f : [a.b] = C: [} /| (s)/Ppda < oo}.

b
Vn € N/ |z|" pdx < o0,

czyli wielomiany tworza podprzestrzen wektorowa w H. Ortogonalizacje G-S zastosowano do

{1,2,2%,...,2", ...}
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daje uktad ortonormalny {pg, p1,...,Pn,--- }-
Tpn(T) = 6n+1,npn—1(x) + ﬁn,npn(x) + ﬂn—l,npn—l(x)

By = ——, gdzie k,z" + wielomian st. n — 1.
kn+1

Niech V,, € H bedzie podprzestrzenia wielomianéw st. < n i niech Py, : H — bedzie rzutem
ortogonalnym na V,,. Niech f € H. Mamy

b

Py, f ij )(pilf) = ipj(x)pj(y) fW)p(y)dy =

a

jadro catkowe =Py, (z,y)

/f@@wﬁ@ﬂ@ﬂy

Twierdzenie 8.2. (Wzér Christoffelo-Darboux)

kn_ Prnt1Pn(y)=Pn(T)pni1(y) x # y(*)
P, LY) = n41 T—y
() {MH@mm4> Prsipn(®) @ = y(ex)
Dowad.

(@ —y)(p;(2)p;(Y)) = Bir1pi+a (2)p;(y) + Bjp; (€)p; (y)+

Bi—15Pi—1(2)p; () = Bi+1.iPi+1 ()ps () — Bi5pi(W)ps(x) — Bi—1ipi—1(y)ps(x) =

B (i1 ()0 () — pisa(W)ps(2)) — Bji—1(pi(@)pj—1(y) — pi(W)pj-1(2))
Sumujac po j skracaja sie wszystkie wyrazy oprocz Bni1m(Pn1(2)pn(y) — Pri1(y)pn(2z)) = (x —
Y)pn, (x — y) skoro Byi1, = kfjﬁ to dostajemy (x); (xx) wynikaja z (x). O

Pytanie 8.3. Kiedy {po,p1,...,Pn, ...} tworzy baze o.n.? Gdy zachodzi implikacja
(feH<a"f>=0k=1,...) = (f=0)

Twierdzenie 8.4. Niech p j.w. i przypusémy, ze e > 0 t.ze ff el pdx < 0o. Wowezas {po, D1, .-+, P, - }
jest baza p-ni L?*([a,b],p) = H

Dowéd. Niech z € C: |Imz|| < § oraz niech f € H. Woéwczas |f;f(:1c)e*i“p(a:)dx| < 00. Rzeczywi-

- lﬁﬂmm% e ph(a </|f ol dﬁ (Aﬂmpumﬁé

Rozwazmy funkcje analityczna
2 — F / f —ZZ'Z
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gdzie )
(iﬂazlfwx4wemmwm

Ogoélniej

dar b :

TG = [ J) (i pa)de = (<i)" < of >
Zatem jesli < 2| f >= 0 to 45 F(2)|.—o = 01z analitycznoéci F dostajemy F(z) = 0 gdy [Imz| < §.
W szczegdlnosci dla ¢ € R dostajemy zerowanie tr. Fouriera [o(fpX(ap)(x)e” " da cayli fpXian =

0 = f=0p.w. na[a,b. O
Przyktad 8.5. Wielomiany Czybyszewa
cos(nf) € L*([0, 7], df),n € N

[0,7] 20— cosf € [—1,1]

Rozwazmy odwzorowanie, ktore f : [0, 7] — C przypisuje U f : [—1,1] — C dane wzorem (U f)(cosf) =
f(a). U zadaje bijekcje miedzy L*([0,7],df) i L*([—1,1],v1 — z2dz). Jesli f(6) = cosnb to

(Uf)(cos ) = cosné.
Wielomiany Czybyszewa 1-go rodzaju
T, (cos @) = cosnb

lub inaczej. Ktadac x = cos # mamy
L) = 5 (e + V1= )" + (2 - VI = 22)")
Wielomiany Czybyszewa spetniaja réwnanie rézniczkowe 2-go rzedu
((1 — 2%)0% — 20, + n2) T,(x) =0,

poniewaz
0; cosnf + n*cosnd = 0

(83 + n2> cos nd
Twierdzenie 8.6. Niech C' = 0(2)0? + 7(2)0.. Przypuéémy, ze istnieja wielomiany py,py st. 1, 2

- odpowiednio oraz liczby A1, Ay € C t.ze Cp; = \ip;, @ = 1, 2. Wowcezas o jest wielomianem st. co
najwyzej 2 a 7 jest wielomianem st. co najwyzej 1.

Dowdd. Otrzymujemy
Cpr = 7(2)py(2) = Aip1.

Prawa strona jest co najwyzej wielomianem st. 1 oraz p)(z) # 0. Zatem 7 jest wielomianem co
najwyzej st. 1. Podobnie dowodzimy dla o. O]
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9 Wyklad 8.05.2017

Rozwazmy operatory rézniczkowe drugiego rzedu postaci

C = a(z)az + 7(2)0.,

gdzie o jest wielomianem stopnia < 2, a 7 jest wielomianem stopnia < 1. Najblizsze rozwazania
beda sprowadzaty sie do znalezienia wzoru na wielomian P, stopnia n taki, ze

CP,=M\.P,.

Przyklad 9.1. Jak wiemy z mechaniki kwantowej, wielomiany Hermite’a sg wektorami wtasnymi
operatora C' = 0(2)0? + 220, i sa wektorami wlasnymi hamiltonianu oscylatora harmonicznego.

Majac dane o i 7 rozwazmy funkcje p spetniajaca réwnanie

o(2)p'(z) = (1(2) — 0'(2)) p(2)
Zauwazmy, ze gdy w jest wielomianem, to mamy:
1 1 1
Cw = 00w + 10,w = 00*w + 'O, w + (1 — ') 0w = 00w + ~0' pO.w + —op' 0. w = ~0,0pd.w
p p p
Twierdzenie 9.2. Zdefiniujmy
1 1
P.(1;2) = ———
nlp(2)

Wowczas P,(T; z) jest wielomianem stopnia n oraz:

" (2)p(2).

1) CPu(1;2) = (n' + "N6") P, (75 2)
2) 0.P,(r;2) = (7' + Y5 0" Py (7 + 07 2)
3) (0(2)0: +7(2) = 0'(2)) Pu(732) = (n+ 1) P (7 + 07 2)
Dowdd. Rozwazmy operatory
a” =0,
at (1) = 0(2)d. + 7(2).

Wowczas operator C' mozna zapisaé jako

C=a"(r)a",
oraz zachodzi )
at = ~0,0p,
p
gdyz
1
—0,0pw =00, w+ (1 — 0’ + 0 )w=00,w+TW=a’w.
P

21



Z drugiej strony mamy
at(r)a- —a a*(r—0')= -7 +0",

gdyz
aat(r—oYw=0.(00. + 1 — 0w = 00w+ d'Ow + (1 — ) 0.w + (7' — 0" )w =
=Cw+ (7" —o"w=a"(1)a” + (7' — " w
Przypusémy, ze F jest wektorem wtasnym operatora C'(7 + o) o wartosci wlasnej A\. Wowezas

Ca®(1)F = a*(r)a a*(r)F =a* (a*(r+0")a” +7) F = (A +)a’ (7)F.

Podobnie dowodzimy, ze a™(7)a™ (1 +¢') - ... - a™ (7 + (n — 1)0’)F jest wektorem wtasnym C(7) o

wartosci wlasnej A + n7’ + @J” .

Niech teraz F = 1. Wowczas C(17)F = 0(2)0?1 + 7(2)0.1 = 0, czyli A = 0. Zauwazmy, ze

1
—at (1) = ~0,0p
—at (1 +0') = —0.0%,
gdyz
1 20’
—0.0%pw = 00w+ (T — o )w + TP = 00, + (1 + o )w.
po op
Dalej
1
_ + _ 1 / — 82; n
@+ (0= D)) = — 00"
a w szczegolnosci dla F' = 1 mamy:
()t ' + / 1 L, 1 n Lo
a’(r)a™(r+0') ..-a(t+(n—1)0")F = -0,0p—0.0p+.... ——0.0"pl = ~0c"p
p " Top po™ p
Zatem %@anp jest wielomianem stopnia n. ktéry jest wartoscia wlasna operatora C'(7) z wartoscia
wlasna n1’ + @a”. Definiujac P,(7;2) = %p(lz) 0Zo"(z)p(z) tatwo sprawdzié, ze wielomian ten
spetnia takze podpunkty 2. i 3. powyzszego twierdzenia. O

Teraz niech beda dane rzeczywiste wielomiany 7(x) i o(x). Przypusémy, ze op’ = (7 — o’)p oraz
1. p> 0nala,b|
2. o(a)p(a) = o(b)p(b) =0

Rozwazmy operator C(1) = %8900,081 zdefiniowany na przestrzeni Pol wielomianéw dowolnego
stopnia. Zatézmy, ze Bol C L*([a, b], p). Wowcezas

<u7 CU)) - (CU, w) vu,wemoh
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W szczegblnosci, jesli Cu = Au, to
Mull* = (u, Cu) = (Cu,u) = AlJul]*.
Jezeli za§ C'u = Au oraz Cw = pw i A # p, to u L w, gdyz
Mw,u) = (w,Cu) = (Cw,u) = p(w,u) = (w,u) = 0.
Uwaga: jesli a = —oo, to warunek o(a)p(a) = 0 zastepujemy warunkiem

lim o(x)p(z)z" =0 dla neN

i analogicznie dla b = +o0.

Przyktad 9.3. Rozwazmy operator C' dla dego(z) =01 7(z) = Az + B. Wowczas
C =0+ (Az + B)0,

i po podstawieniu y = ‘—’;"(x + %) otrzymujemy
02 +29y0, dla A>0

= Y Y
C' = const { &2 —2yd, dla A <0

W tym drugim przypadku p(z) spelnia réwnanie

P = —2yp,
czyli
_ 2
ply) =e .
Jezeli potozymy o(y) = 1, [a,b] = [—00,400] to baza ortonormalna ztozona z wektoréw wlasnych

operatora C' sy wielomiany Hermite’a zdefiniowane wzorem

110" 1 d" o
H,(y) = — - — et D v
(v) n!p@x”pa € €
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10 Wyktlad 22.05.2017

Iloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta

0. Hloczyn tensorowy przestrzeni wektorowych
V, W - przestrzenie wektorowe nad C (ogélnie nad F). Przedstawimy teraz konstrukcje V@ W.

Krok 1. Niech E bedzie przestrzenig wektorowa, ktérej elementami sa formalne kombinacje po-
staci:

Z Oév,w(v7 w)a

veVweW
gdzie oy, ,, € C oraz «,,,=0 dla prawie wszystkich v € V, w € W.
Krok 2. Niech N C E bedzie podprzestrzenia wektorowa rozpigta przez wektory postaci:

x (v, wy + wy) — (v,wy) — (v, ws),
(01 + vo, w) — (v, w) — (va, W),
* (Ua aw) - CL/(’U, U)),
x (av,w) — a(v,w),

gdzie a € C; v,v1,v9 € V; w,wy,wy € W.

Krok 3. V@W = E/N;niech II: E — V @ W bedzie odwzorowaniem ilorazowym. Zauwazmy, ze
odwzorowanie VX W 3 (v,w) — (v, w) € VW jest 2-liniowe. Od tej pory oznaczymy
(v, w) := v ® w, czyli mamy odwzorowanie 2-liniowe ® : V. x W — V @ W.

 Uniwersalna wlasno$¢ @ : VxW — VW

Niech U bedzie przestrzenia wektorowa nad C oraz niech 7' : V' x W — U bedzie odwzoro-
waniem 2-liniowym. Wéwczas istnieje doktadnie jedno odwzorowanie liniowe T : V@ W — U

takie, ze T'(v,w) = T'(v ® w). Takie odwzorowania mozemy zaprezentowaé za pomoca diagra-
mu przemiennego:

VXWL;U

ElVEe
® 7
e

VeoWw

1. Sprzezenie zespolone przestrzeni Hilberta.

Mamy (H, (-|-)%). Niech H = H jako zbiory. Dodawanie H jest takie jak w H. Natomiast
mnozenie przez skalary - - : C x H — H modyfikujemy definiujagc @ : C x ‘H — H wzorem:

a@Yy:=a-y

dla o € C, ¢ € H. Nastepnie modyfikujemy iloczyn skalarny: niech (:|-)37 : H x H — C bedzie
iloczynem skalarnym dany wzorem (¢|¢)z = (P|¢)x.
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2. Tloczyn tensorowy przestrzeni Hilberta.

Niech 'H, K beda przestrzeniami Hilberta. Rozwazmy przestrzenn wektorowa H ®44 K. Wyka-
zemy, ze na H ®q4 K istnieje doktadnie jeden iloczyn skalarny (-|-)ne,, « taki, ze:

(1 ® d1]h2 @ Po) ey, = (V1]th2)w - (D1]d2) k-
H @ K definiujemy jako uzupelnienie H ®4, K. Zajmiemy si¢ teraz konstrukcja (-|)ue,;, k-

Dowdd. Ustalmy ¢, € H,¢; € K. Odwzorowanie H X I 3 (¢, ¢) — (1) p(p1|d)c € C
jest 2-liniowe. Zatem mozemy zdefiniowa¢ funkcjonal liniowy @, 4, na H ®q, K taki, ze
Dy, (1 @ @) = (hr]0)re( 1] D)k

Niech £ bedzie przestrzenia funkcjonaléw antyliniowych na H®q, K. W szczegblnodci Dy, 4, €
& gdzie Oy, 4, (Y ® @) := Py, 4, (Y ® ¢). Zauwazmy, ze odwzorowanie H x K > (¢, ¢1) —
Dy, 4, € € jest 2-liniowe, zatem istnieje dokladnie jedno odwzorowanie liniowe = : H ®q K —
€ takie, ze Z(¢1 ® ¢1) = Py, 4, Niech £, € H @y K. Rozwazmy Z(£)(n). Dla £ = ¢ ® ¢4
oraz 1 = Y9 ® ¢ mamy:

E()(N) = Py, 6, (V2 @ d2) = (Y1 |Y2)w(D1]P2)c = (r[th2)r(P1|d2)kc
Czyli dostajemy, ze (§|n) e,k = =(£)(1)- O
% Dodatniosé

Dowdd. £ = YI 1 ® ¢y, gdzie {¢;}, jest liniowo niezaleznym ukladem wektoréw. Bez star-
ty ogélnosci (ortogonalizacja G-S) zaktadamy, ze {¢;}, jest uktadem ortonormalnym wektorow.
Wowczas:

(€1 Hpme = D (Ui ® Gilt; ® djynguc = 2, (Wil o = ||éil|* > 0.
ij=1 ij=1 i—1
Widzimy wiec, ze mamy dodatnios¢. 0

Zadanie

Niech (X, Xy, ux) oraz (Y, Xy, uy) beda przestrzeniami o-skoniczonymi takimi, ze L?(X, ux)
i L2(Y, py) sa o$rodkowe. Pokazaé, ze L*(X, ux) @ L*(Y, py) =2 L3(X x Y, ux ® uy), gdzie symbol
"2 oznacza izomorfizm U taki, ze

dla w S LQ(Xv Mx), ¢ € LQ(Y7 /JJY) U(w ® ¢) S LQ(X X KMX ® ,uY)v gdZie

(u(¥ @ @))(x,y) = P(2)d(y)

10.1 (™ — algebra operatoréw na przestrzeni Hilberta

H — przestrzen Hilberta, B(H) — algebra operatoréw liniowych ciagltych na H. Na przyktad, gdy
H =C", to B(H) = M,(C).

Jesli T € B(H), to || T|| = supj =1 [[T¥[| = supyyy,je|=1 [{¢|T%). Ostatnia rownosé¢ wynika stad,
ze [|€]] = supy, =1 [(n|€)| dla & € H. Ponadto dla T, S € B(H) |T- S|l < [T - ||S]]-
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11 Wyktlad 29.05.2017

B('H) - algebra operatéw ograniczonych na przestrzeni Hilberta H | || - ||, ||AB] < ||All - || B||

Przyktad 11.1. H = L2(R), f € L®(R), ¥ € L3(R) to f¥ € L%(R)
L2(R) 5 ¥ L fU € L3(R) jest liniowy | T]| = || £l

11.1 Hermitowskie sprzezenie operatora ograniczonego.

Niech T' € B(H) oraz ¥ € H. Wowczas odwzorowanie H 2 & — (U|T®) € C jest funkcjonatem
liniowym ciggltym. Zatem 30 € H t. ze (¥|T®) = (¥|®) - wniosek z lematu Riesza. Mamy wiec
odwzorowanie liniowe H > ¥ — ¥ € H, ktére oznaczamy symbolem T* takie, ze (U|T®) =
(T*F|®). Podstawowe whasnosci *:

1. (T+R)*=T"+R*
2. (\T)* = \T*

3. (TR)* = R*T*

4. T =T

Przyktad 11.2. TU = fU ; (U|T®) = [, O(¢)f(t)V(t)dt = [, fF()P(1) (L), a wiec

T*®(t) = f(t)2(t)
Stwierdzenie 11.3. |T*T|| = ||T||.

Dowadd. Zauwazamy, ze 3
]| = sup [(D[P)]
l[®fl=1

W szczegolnoscei

|T*T|| = Hsmlip | T T

— sup | (®|T°TW))|
|| ¥||=1
[®l=1

> sup | < VU|T"TV > |
[wil=1

= sup I7T®)* = |7
Stad
*
17\ NT > N7 > T2 = 1T = |17
Zamieniajac T na T mamy ||T|| > ||T*|| = |T|| = || 7|
Wstawiajac do « mamy ||T?| > || T*T|| > ||T*. O
Definicja 11.4. Niech T" € B(H). Zbiorem rezolwentowym operatora 7' nazywamy p(7T) =

{z € C: z1 =T, jest odwracalny} i oznaczamy p(T'). C\ p(T") nazywamy spektrum 7" i oznaczamy
o(T).
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Stwierdzenie 11.5. Jesli T € B(H) to o(T') jest niepustym zwartym podzbiorem C.

Dowdd. Zwartos¢ = domknietos¢ i ograniczonosc.

Zbior rezolwentowy jest otwarty: zbiér operatoréw odwracalnych jest otwarty w B(H) a p(T) jest
przeciwobrazem tego zbioru przy odwzorowaniu ciagtlym C 3 z — 21 — T € B('H). Spektrum jest
zbiorem ograniczonym: (z1 —1) = z(1— L). Jedli || L] = H < 1 to szereg 3.0 o L= jest zbiezny do
(1—L)7t Czyli dla |z] > ||T|], (21 = T) jest odwracalny i (21 —1)~! = 327 [ 27"~ 'T™. Niepustos¢
spektrum: przypuéémy, ze o(T) = @ i rozwazmy odwzorowanie C 3 z +— (21 — T)~! € B(H). Jest
ono holomorficzne, okreslona na catym C, a wiec z tw. Liouville’a jest ono stale - sprzecznos¢. [

Definicja 11.6. Niech T' € B(H). Wowczas sup{|z| : z € o(T)} nazywamy promieniem spek-
tralnym i oznaczamy (7).

Uwaga 11.7. r(T) < ||T|| = jesli |z] > || T to (21 —=T)~! = X2, 27" 'T™. Wzmocnienie tego
faktu: r(T") < lim inf |7 Mozna pokazaé, ze ciag ||T™||# jest zbiezny oraz r(T') = lim |77

Przyktad 11.8. Jesli T* =T to o(T) € R
1. ker T* = Im(T)*

U € ker T* ©Voen (T ¥|D) =0
<S(U|TP) =0, € H
<V 1 Im(T)
2. Jesli T* =T to ||(T 4 4)¥|| > ||¥]|.
(T )T = (T +)PT + ) ¥) = |TC|* + [P + i (TP|T) — i (P|TT)

> v]*.

Stad:

e T+ sg réznowartosciowe.

e Podprzestzrenie Im(7T" £ 4) sa domkniete w H. Rzeczywiscie, niech ¥,, € H oraz & = lim (T +

)Wy (V,)nen jest ciagiem Cauchy’ego gdyz ||V, — U, || < (T +4)(V,, — ¥,,)|]. Niech ¥ =
lim U, = & = (T +i)¥ € Im(T +i).

o Im(7T +4) =H, Im(T +4)* = ker(T — i) = {0}

o WP =[(T +a)(T+ )~ |2 > (T +i)~ | = |7+ <1

Uwaga 11.9. sprawdzenie d) nie jest konieczne. Zachodzi nastepujace tw: jesli T' € B(H) jest
odwracalny w sensie algebraicznym to odwrotny jest ciagly: T-!' € B(H)
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11.2 Operatory nieograniczone

Przyktad 11.10. Niech f : R — C bedzie funkcja mierzalng. Rozwazmy D(T) = {¥ € L*(R) :
[V e L*(R)}. Zauwazmy, ze D(T) jest podprzestrzenia liniowa gesta w L?(R). Gesto$é: niech
Q, ={z € R: |f(z)] < n}. Wowczas Q,, /.o R. Dla ¥ € L?(R), xq, ¥V € L*(R). Ponadto
xa, ¥ — U w L?(R) (z tw. Lebesguea o zbieznodci zmajoryzowanej). Rozwazmy operator

T:D(T) — M, TV = fT
Niech (V,,)nen € D(T'). Operator T' ma nastepujaca wasnosc:

=, = U e D(T) TV = lim T,
cigg TV, jest zbiezny oraz = Ly,

Mowimy, ze T' jest operatorem domknigtym.

12 Wyklad 5.06.2017

12.1 Operatory nieograniczone

Przyktad 12.1. Rozwazmy przestrzen Hilberta H = L?[0, 27| oraz jej podprzestrzeni liniowa gesta
D ={f e C0,2n]: f(0) = f(27) = 0} C H. Zdefiniujmy operator Ay : D — H wzorem

Aof = —if’

Od razu widaé, ze zachodzi

@%ﬁz%wwm4ﬁﬁww>wwfm”+AW%M@ﬂWM=MMﬂ

czyli Ap jest operatorem symetrycznym.

Operatory nieograniczone sg zdefiniowane na dziedzinie D C H, gdzie bedziemy zakladac, ze
D jest podprzestrzenia wektorowa. Zazwyczaj bedzie to gesta podprzestrzen. Dla liniowego ope-
ratora T': D — 'H bedziemy stosowaé oznaczenie D(T) = D. Wykresem operatora T' nazywamy
podprzestrzen G(T) C H@ H, gdzie

o~

Definicja 12.2. Jesli G(T') jest podprzestrzenia domknieta, to mowimy, ze T jest operatorem
domknietym.

:fED,nzT{}.

Stwierdzenie 12.3. Niech G C H @ H. Wowcezas G jest wykresem operatora wtedy i tylko wtedy,
gdy G nie zawiera wektoréw postaci [707] dla n # 0.
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Dowdd. =) Przypusémy, ze 2 € G skoro T'(0) =0 to n = 0.

wlHH R ML T

wzorem T¢ = 1, gdzie lﬂ €G,aD(T)= ]é 8] G. O

€ G = n; = o, stad T jest dobrze zdefiniowany

Definicja 12.4. Méwimy, ze T jest operatorem domykalnym, jesli G(T') jest wykresem pewnego
operatora. Wowczas operator ten nazywamy domknieciem operatora 7' i oznaczamy 7'. Innymi stowy
G(T) = G(T)

Uwaga 12.5. 1) T jest domkniety < T spelnia nastepujace warunki:
jezeli ¢, € D(T),lim,_ o ¥, = ¢ oraz lim, .o, T, = ¢, to ¥ € D(T) oraz T'(¢) = ¢.
Zachodzi takze twierdzenie o wykresie domknietym, méwigce, ze domkniety operator okreslony
na catej przetrzeni Hilberta jest ciagty.

2) T jest domykalny < T spelnia
((n)ne € D(T), limy ooty = ¢ Alimy, oo Tty = 0) = ¢ = 0.

Zdefiniujmy teraz pojecie operatora sprzezonego dla operatoréw nieograniczonych.
Zatozmy, ze D(T) jest gesta w H. Wowczas definiujemy

D(T*) = {¢ € H : Jyen Yypenr) E|TY) = (n|¥)}

Uwaga 12.6. Dla £ € D(T*) istnieje dokladnie jedna 7 jak powyzej. Rzeczywiscie, jesli n; 1 7o
spelniajg spelniaja powyzszy warunek, to (m|i) = (§|T%) = (n2]¢) = m —n2 L D(T) = m1 = 1.

Wykres operatora sprz¢zonego do T jest dany wzorem

o) = { || :¢ € Dy ateiro) = i}
Powyzsze rozwazania nasuwaja dwie obserwacje:

1) £ € D(T*) < funkcjonatl D(T) 3 ¢ — (&|T) € C jest ciagly
2) m € G(T*) = m L { Fﬂ e D(T)} .

Twierdzenie 12.7. Niech T : D(T) — H bedzie gesto zdefiniowany. Wéwczas T* jest gesto zdefi-
niowany wtedy i tylko wtedy, gdy T jest domykalny.

0 1
-1 0

0 1
-1 0

] G(T), zatem G(T*) = [ ] G(T)*

Dowod. T* jest gesto zdefiniowany, gdy jedynym wektorem postaci [lg] prostopadtym do G(T%)

jest wektor zerowy. Rzeczywiscie, ([ﬂ ’ F}) = (¢|€) = 0 dla kazdego F € G(T*) i rébwnowaznie

O] 11n Ul

Y 0 1
(¥|€) = 0 dla kazdego ¢ € D(T™). Zauwazmy, ze G(T)* = G(T) = [—]l O] G(T*)*. Na mocy
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domykalnosci T' jedynym wektorem postaci lO] € G(T) jest wektor zerowy i widzimym, ze jedy-

G

nym wektorem postaci Qg prostopadtym do G(T™) jest wektor zerowy. To rozumowanie mozna

poprowadzi¢ w drugg strone otrzymujac réwnowaznosc. O

Definicja 12.8. Jezeli operatory T'i S sa takie, ze zachodzi G(T) C G(S), to méwimy, ze S jest
rozszerzeniem 1" i piszemy T C S.

Mowimy, ze T jest operatorem symetrycznym, jesli T C T™.
Mowimy, ze T' jest samosprzezony, gdy T = T™.

Uwaga 12.9. 1) T™ jest operatorem domknietym, bo G(T™) = l 1 G(T)* jest podprzestrze-

0 1

nia domknieta. Takze G(T**) = [—]l 0

] G(T)* =G(T) = G(T) = T~ =T.

2) Jezeli T C S oraz S jest domkniety, to T jest domykalny.

3) Jezeli T jest symetryczny, to T jest domykalny, bo T C T™, ktéry jest domkniety.

Przyktad 12.10. Niech Ayf = —if’. Wiemy juz, ze Ag jest symetryczny. Wyznaczmy operator do
niego sprzezony. Niech 1 € D(Af). Wowcezas istnieje ¢ € L2[0, 27| taki, ze

/w JAof(z d:c—/ e dx_/ _
(o[ [mren.

A%<M@—ZA2%MQf()=O

—g[ﬁ@ﬁeﬁ%femeﬁzcn (5)

gdyz {f': f € D(Ay)} = {h € C[0,27] : fo% h(t)dt = 0} = {1}+. Mozemy si¢ o tym przekonaé
sprawdzajac, ze

a stad

1 rOwnowaznie

2w

f(x)dt = Wf’(a:)dt = f(2m) — f(0) = 0.

0 0
Ostatecznie, korzystajac z rownosci (5) otrzymujemy, ze

vle) = 0(0)+i [ o0
zatem
¢(x) = —iv' (),
czyli
D(A%) = {y € C[0,2x] : ¢/(x) € L*[0,27]}.
Widaé zatem, ze dziatanie operatorow Ay i Af jest zdefiniowane tym samym wzorem, ale maja one
inne dziedziny i przez to Ay C Aj, ale Ay # Aj.
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