
Rozwi¡zanie zadanie 2 z egzaminu.

Zadanie 2. Caªkuj¡c odpowiednio dobran¡ funkcj¦ holomor�czn¡ po odpowiednio dobranym konturze
obliczy¢ caªk¦

I =

∫ ∞
0

x sinx

(x2 + 9)2
dx.

Rozw. Zauwa»my, »e dzi¦ki parzysto±ci funkcji x sinx
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, (1)

bowiem sinx = Im eix. Nasz¡ funkcj¡ b¦dzie

f(z) =
zeiz

(z2 + 9)2
. (2)

Caªkujemy j¡ po konturze górnego póªokr¦gu

γ = γ1 + γR, γ1(t) = t, t ∈ [−R,R], γR(φ) = Reiφ, φ ∈ [0, π]. (3)

Rysunek 1: Kontur caªkowania.

Zgodnie z lematem Jordana (tutaj mo»na te» elementarnie oszacowa¢)

lim
R→∞
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dzf(z) = 0 (4)

Dodatkowo
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. (5)
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Funcja f(z) ma residua w miejcach zerowych mianownika

(z2 + 9)2 = [(z − 3i)(z + 3i)]2 = (z − 3i)2(z + 3i)2 (6)

czyli mamy dwa residua 2-go rz¦du w punktach ±3i. Tylko residuum w punkcie 3i jest wewn¡trz konturu
dla dostatecznie du»ego R. Wzór Cauchy'ego przyjmuje posta¢
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Obliczamy
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Nasza caªka wynosi ∫ ∞
0

dx
x sinx

(x2 + 9)2
=

1

2
Im

∫ ∞
−∞

dx
xeix

(x2 + 9)2
=
πe−3

12
. (10)

Uwagi: Nie mo»emy caªkowa¢ po póªokr¦gu fukcji z sin z
(z2+9)2

bowiem po γR caªka nie znika. Caªka po dziurce
od klucza nie ma tu sensu.
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