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Operatory hermitowskie i unitarne

Zadanie 1. Niech A,B b¦d¡ operatorami hermitowskimi w przestrzeni wektorowej z iloczynem
skalarnym.

(a) Czy operatory AB,BA s¡ hermitowskie?
(b) Pokaza¢, »e AB +BA jest hermitowski.
(c) Pokaza¢, »e dla λ̄ = −λ, operator λ(AB −BA) jest hermitowski.

Zadanie 2. Wyznaczy¢ baz¦ ortonormaln¡ zªo»on¡ z wektorów wªasnych, macierz operatora w
tej bazie oraz rozkªad spektralny dla poni»szych operatorów symetrycznych/hermitowskich:

(a)

(
2 1
1 2

)
(b)

11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

 (c)

 5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5



(d)


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 (e)

(
3 2 + 2i
2− 2i 1

)
(e)

(
3 2− 2i
2 + 2i 7

)
.

Zadanie 3. W przestrzeni wektorowej Mn(C) okre±lamy (A|B) = Tr(A†B). Wykaza¢, »e:

(a) Mn(C) jest przestrzeni¡ unitarn¡;
(b) ka»da macierz unitarna A w tej przestrzeni ma dªugo±¢

√
n;

(c) operatory X 7→ AX, X 7→ A†X s¡ do siebie sprz¦»one;
(d) operator X 7→ AX, gdzie A jest macierz¡ unitarn¡, jest unitarny.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ ortonormaln¡ baz¦ wektorów wªasnych i macierz operatora unitarnego w
tej bazie, danego w pewnej bazie ortonormalnej macierz¡:

(a)

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
(b)

1√
3

(
1 + i 1
−1 1− i

)
(c)
1
9

4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i
6 + 2i −2− 6i 1




