
Wykªady 1,. . . ,10

1 Funkcje wielu zmiennych

1.1 Poj¦cia wst¦pne

Pod nazw¡ �funkcje wielu zmiennych� kryj¡ si¦ funkcje jednej zmiennej, na-
le»¡cej do Rn. Ogólniej, b¦dziemy rozwa»ali n-wymiarow¡ przestrze« wekto-
row¡ X nad R, wyposa»on¡ w iloczyn skalarny, to znaczy w odwzorowanie
X ×X 3 (x, y) 7→ (x|y) ∈ R o wªasno±ciach:

• (αx+ βy|z) = α(x|z) + β(y|z) gdzie x, y, z ∈ X, α, β ∈ R,

• (x|y) = (y|x),

• (x|x) ≥ 0, przy czym (x|x) = 0⇒ x = 0.

Przestrze« tak¡ nazywa si¦ n-wymiarow¡ przestrzeni¡ euklidesow¡. B¦dziemy
tak»e korzystali z nast¦puj¡cego twierdzenia:

Ka»dy funkcjonaª liniowy φ na X ma posta¢: φ(x) = (v|x), przy czym wektor
v jest jednoznacznie wyznaczony przez φ.

Przykªad. X = Rn, (x|y) =
∑n
k=1 xkyk, gdzie x = (x1, . . . , xn), y =

(y1, . . . , yn). Funkcjonaªy liniowe maj¡ posta¢ φ(x) =
∑n
k=1 ckxk czyli v =

(c1, . . . , cn).

Podstawowe wªasno±ci Wprowadzamy nast¦puj¡c¡ wielko±¢, któr¡ b¦dziemy
nazywali norm¡ wektora: ||x|| :=

√
(x|x). Wªasno±ci normy:

1. (||x|| = 0)⇒ (x = 0),

2. ||αx|| = |α| · ||x||,

3. |(x|y)| ≤ ||x|| · ||y|| (nierówno±¢ Schwarza),

4. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| (nierówno±¢ Minkowskiego).

Metryk¦ w X de�niujemy wzorem d(x, y) = ||x − y||. �atwo sprawdzi¢, »e jest
to metryka, to znaczy, »e ma wªasno±ci, jakich oczekujemy od metryki. W po-
danym przykªadzie mamy ||x|| =

√∑n
k=1 x

2
k oraz d(x, y) =

√∑n
k=1(xk − yk)2.

Wprowadza si¦ tak»e norm¦ operatorów liniowych. Niech A : Y → Y ,
gdzie X,Y s¡ przestrzeniami euklidesowymi. De�niujemy: ||A|| = inf{c :
∀x∈X ||Ax|| ≤ c||x||}. �atwo zobaczy¢, »e ||A|| = sup||x||=1 ||Ax||. Równie ªatwo
jest sprawdzi¢, »e norma operatora ma wªasno±ci 1., 2. i 4.
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Przypomnienie pewnych poj¦¢ i ich wªasno±ci z poprzedniego seme-
stru

♠ K(x0, R) = {x ∈ Rn : ||x − x0|| < R} � kula (otwarta) o ±rodku x0 i
promieniu R.

♠ K(x0, R) = {x ∈ Rn : ||x − x0|| ≤ R} � kula (domkni¦ta) o ±rodku x0 i
promieniu R.

♠ Rn(xn → y) ⇔ (d(xn, y) = ||xn − y|| → 0). Wiemy, »e zbie»no±¢ ci¡gu
punktów Rn jest równowa»na zbie»no±ci ich wspóªrz¦dnych.

♠ Zbiór A ⊂ Rn nazywamy otoczeniem x ∈ Rn, gdy ∃ε>0K(x, ε) ⊂ A.

♠ Zbiór A ⊂ Rn nazywamy otwartym, je±li jest otoczeniem ka»dego z punk-
tów, które do niego nale»¡.

♠ y ∈ Rn nazywamy punktem skupienia zbioru A ⊂ Rn, je±li ka»de otoczenie
y zawiera punkt zbioru A. Jest to równowa»ne temu, »e istnieje ci¡g
xn ∈ A zbie»ny do y.

♠ Zbiór A jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopeªnienie Rn\A
jest zbiorem otwartym.

♠ Funkcja f : Rn → Rm jest ci¡gªa w punkcie x ∈ Rn, je±li dla ka»dego
ci¡gu xn → x zachodzi f(xn)→ f(x). Warunek równowa»ny: dla ka»dego
otoczenia V punktu f(x) istnieje takie otoczenie U punktu x, »e f(U) ⊂ V .

1.2 Pochodna funkcji

Niech X,Y oraz Z b¦d¡ sko«czenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi
wyposa»onymi w iloczyny skalarne.

De�nicja 1 Niech f : X → Y . Mówimy, »e f jest ró»niczkowalna w punkcie
x ∈ X, je±li istnieje odwzorowanie A ∈ L(X,Y ) (czyli liniowe) takie, »e reszta
R(x, h) zde�niowana równaniem

f(x+ h) = f(x) +Ah+R(x, h)

speªnia warunek R(x,h)
h

h→0−→ 0. Inaczej: R(x, h) = o(h).1

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej dowodzi si¦, »e A wyst¦puj¡ce w de-
�nicji, je±li istnieje, to jest tylko jedno. Nazywamy je wtedy pochodn¡ f w
punkcie x i oznaczamy f ′(x).

Twierdzenie 1 Niech f : X → Y i g : Y → Z. Je±li f jest ró»niczkowalna w
punkcie x ∈ X, a g jest ró»niczkowalna w f(x), to g ◦ f jest ró»niczkowalna w
x i zachodzi wzór (g ◦ f)′(x) = g′(f(x))f ′(x).

1Tutaj i w dalszym ci¡gu stosujemy zapis skrócony. Chodzi o to, »e funkcja, o której mowa
jest okre±lona w pewnym otoczeniu punktu, o którym mowa i ma warto±ci w Y .

2



1.2.1 Pochodna kierunkowa

Niech f : X → Y i v ∈ X. De�niujemy funkcj¦ g : R → Y wzorem g(t) =
f(x+ tv).

De�nicja 2 Pochodn¡ kierunkow¡ funkcji f w punkcie x w kierunku v nazy-
wamy dg

dt |t=0 (o ile taka pochodna istnieje) i oznaczamy j¡ ∇vf(x).

Z twierdzenia o ró»niczkowaniu zªo»enia dwóch funkcji mamy natychmiastowy
wniosek: je±li f jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w punkcie x, to

∇vf(x) = f ′(x)v.

1.2.2 Pochodne cz¡stkowe, macierz Jacobiego

Niech f : Rn → Rm. W Rn wyró»niamy baz¦ e1, . . . , en, gdzie ej = (0, . . . , 1, . . . , 0),
zwan¡ baz¡ kanoniczn¡, gdzie jedynka wyst¦puje na j-tym miejscu. Pochodn¡
cz¡stkow¡ f wzgl¦dem j-tej zmiennej b¦dziemy nazywali ∇ejf . Najcz¦±ciej sto-
suje si¦ oznaczenia ∂f

∂xj
, f,xj lub f,j .

Przyjrzyjmy si¦ bli»ej.

∂f

∂xj
(x) = ∇ejf(x) = lim

t→0

f(x+ tej)− f(x)

t
=

= lim
t→0

f(x1, . . . , xj + t, . . . , xn)− f(x1, . . . , xj , . . . , xn)

t
.

Jak wiemy z algebry, kolumny macierzy odwzorowanie liniowegoA ∈ L(X,Y )
w zadanych bazach e i e′ s¡ wspóªczynnikami rozkªadu wektorów Aej w bazie
e”. Wynika st¡d, »e macierz pochodnej funkcji f , o ktorej tutaj mówimy, ma
posta¢ 

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . . . . . . . . . . .
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn


Nazywamy j¡ macierz¡ Jacobiego. Podstawiaj¡c wspóªrz¦dne wektorów dosta-
jemy wzór

f ′(x)h =

n∑
j=1

∂f

∂xj
hj .

Poniewa» skªadaniu odwzorowa« liniowych odpowiada mno»enie ich macie-
rzy (w odpowiednich bazach), mamy nast¦puj¡cy wzór dla pochodnej odwzoro-
wania zªo»onego:

∂(f ◦ g)i
∂xj

=
∑
k

∂fi
∂yk

∂gk
∂xj

.
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Z ró»niczkowalno±ci funkcji wynika istnienie pochodnych cz¡stkowych. Od-
wrotne wynikanie nie jest prawdziwe. Je±li jednak pochodne cz¡stkowe s¡ ci¡gªe,
to wynika st¡d ró»niczkowalno±¢ funkcji i ci¡gªo±¢ pochodnej. Dowód, wcale nie
prosty, pomijamy.

1.2.3 Gradient

Je±li f : X → R, a x ∈ X, to f ′(x) ∈ L(X,R), czyli jest funkcjonaªem liniowym.
Istnieje wi¦c dokªadnie jeden wektor, v taki, »e f ′(x)h = (v|h) dla wszystkich
u ∈ X. Wektor ten nazywamy gradientem f w punkcie x i oznaczamy grad f(x)
lub ∇f(x). Interpretacja geometryczna gradientu wynika z wzoru

f(x+h)−f(x) = f ′(x)h+r(x, h) = (∇f(x)|h)+r(x, h) ≈ ||∇f(x)|| · ||h|| cos(α),

gdzie α jest k¡tem mi¦dzy ∇f i h. Wynika st¡d, »e gradient ma kierunek
najszybszego wzrostu funkcji, a jego dªugo±¢ jest miar¡ szybko±ci jej wzrostu.

1.3 Twierdzenia o warto±ci ±redniej

Zbiory wypukªe Zajmujemy si¦ podzbiorami sko«czenie wymiarowej rzeczy-
wistej przestrzeni wektorowej X wyposa»onej w iloczyn skalarny.

De�nicja 3 A jest zbiorem wypukªym, je»eli ∀x,y∈A∀λ∈[0,1](λx+(1−λ)y) ∈ A.

�atwo jest stwierdzi¢, »e je±li zbiory A i B s¡ wypukªe, to A∩B i A s¡ wypukªe.
Najmniejszy domkni¦ty zbiór wypukªy zawieraj¡cy dany zbiór A nazywamy
domkni¦t¡ powªok¡ wypukª¡ A i oznaczamy conv(A)

Twierdzenie 2 Je±li A jest zbiorem wypukªym domkni¦tym, to

1. Dla ka»dego x /∈ A istnieje v ∈ X takie, »e (v|x) > supy∈A(v|y),

2. Je±li dla ka»dego v ∈ X zachodzi infy∈A(y|v) ≤ (x|v) ≤ supz∈A(z|v), to
x ∈ A.

Przechodzimy do twierdze« o warto±ci ±redniej.

Twierdzenie 3 Niech f b¦dzie funkcj¡ o warto±ciach w R okre±lon¡ i ró»nicz-
kowaln¡ na zbiorze wypukªym A. Wtedy dla dowolnych x, y ∈ A istnieje takie
λ ∈]0, 1[, »e

f(x)− f(y) = f ′(λx+ (1− λ)y) (x− y).

Dowód. Bierzemy funkcj¦ pomocnicz¡ [0, 1] 3 t 7→ g(t) := f(tx + (1 − t)y) i
stosujemy do niej twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej.

Twierdzenie 4 Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡ okre±lon¡ na zbiorze wypukªym
A i ró»niczkowaln¡ na tym zbiorze. Wtedy dla dowolnych x, x′ ∈ A

• (f(x)− f(y)) ∈ conv({f ′(tx+ (1− t)y)(x− y) : t ∈ [0, 1]}),
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• ||f(x)− f(y)|| ≤ supt∈[0,1] ||f ′(tx+ (1− t)y)|| · ||x− y||.
Dowód. Bierzemy dowolne v ∈ Y i stosujemy poprzednie twierdzenie do funkcji
x 7→ (v|f(x)), a nast¦pnie korzystamy z wªasno±ci zbiorów wypukªych. Niech
g(t) := (v|f(t)).

(v|f(y)−f(x)) = g(1)−g(0) = g′(θ) = (v|(f ′(θx+ (1− θ)y)(x− y)) ≤ sup
s∈[0,1]

(v|f ′(s)(y−x))

Z Twierdzenia 2. wynika pierwszy punkt tezy. Punkt drugi wynika z wªasno±ci
normy operatora liniowego.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy stosowali oznaczenie [x, y] := {λx + (1 − λ)y :
λ ∈ [0, 1]}.

1.4 Pochodne wy»szych rz¦dów. Wzór Taylora

Niech f : X → Y , gdzie X i Y s¡ przestrzeniami euklidesowymi. Je±li f jest
ró»niczkowalna, to f ′(x) ∈ L(X,Y ). L(X,Y ) jest sko«czenie wymiarow¡ prze-
strzeni¡ wektorow¡ wyposa»on¡ w norm¦2, mo»na wi¦c pyta¢ o pochodn¡ funk-
cji X 3 x 7→ f ′(x) ∈ L(X,Y ). Pochodna tej funkcji nale»y do L(X,L(X,Y )).
oznaczamy j¡ naturalnie f ′′(x). Podobnie okre±lamy pochodne wy»szego rz¦du.
Zajmiemy si¦ najpierw drug¡ pochodn¡. Poniewa» f ′′(x) ∈ L(X,L(X,Y )), dla
h ∈ X f ′′(x)h ∈ L(X,Y ), wi¦c dla k ∈ X ma sens wyra»enie (f ′′(x)h)k ∈ Y .
We wspóªrz¦dnych wygl¡da to tak:

(f ′′(x)h)k =

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xi∂xj
hjki , gdzie

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
.

Bardzo wa»ne konsekwencje ma nast¦puj¡ce twierdzenie mówi¡ce o symetrii
drugich pochodnych cz¡stkowych:

Twierdzenie 5 Je±li drugie pochodne cz¡stkowe s¡ ci¡gªe w pewnym otoczeniu
punktu x, to (f ′′(x)h)k = (f ′′(x)k)h a we wspóªrz¦dnych:

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e wystarczy rozwa»y¢ przypadek funkcji dwóch
zmiennych o warto±ciach w R. Dla wi¦kszej przejrzysto±ci zapisu wspóªrz¦dne
punktu, o którym mowa w twierdzeniu, oznaczymy literami x i y. We¹my dwie
dostatecznie maªe liczby rzeczywiste h i k i rozwa»my wyra»enie

A(h, k) =
1

hk
[f(x+ h, y + k)− f(x, y + k)− f(x+ h, y) + f(x, y)]

=
1

hk
{[f(x+ h, y + k)− f(x, y + k)]− [f(x+ h, y)− f(x, y)]}

=
1

hk
{[f(x+ h, y + k)− f(x+ h, y)]− [f(x, y + k)− f(x, y)]}.

2Norma w L(X,Y ) nie zostaªa okre±lona za pomoc¡ iloczynu skalarnego, ale w przestrzeni
z norm¡ mo»na bez »adnych zmian okre±li¢ poj¦cie ró»niczkowalno±ci funkcji. Poza tym w
sko«czenie wymiarowej przestrzeni wektorowej wszystkie normy s¡ równowa»ne (to znaczy
daj¡ ten sam zbiór ci¡gów zbie»nych).
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Wprowadzamy oznaczenia

F (y) = f(x+ h, y)− f(x, y),

G(x) = f(x, y + k)− f(x, y).

Mamy

A(h, k) =
1

hk
[F (y + k)− F (y)] =

1

hk
[G(x+ h)−G(x)].

Na mocy twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej mamy

F (y + k)− F (y) = kF ′(y + θk), 0 < θ < 1

oraz
G(x+ h)−G(x) = hG′(x+ ηh), 0 < η < 1.

Podstawiaj¡c mamy

A(h, k) =
1

h
F ′(y + θk) =

1

h

[
∂f

∂y
(x+ h, y + θk)− ∂f

∂y
(x, y + θk)

]
.

Jeszcze raz stosujemy twierdzenie Lagrange'a, tym razem do funkcji Φ(x) =
∂f
∂y (x, y + θk).

A(h, k) =
∂ ∂f∂y
∂x

(x+ θ′h, y + θk).

Na mocy ci¡gªo±ci pochodnych cz¡stkowych

lim
(h,k)→(0,0)

A(h, k) =
∂2f

∂x∂y
(x, y).

Bior¡c w rachunkach rozkªad A(h, k) uwzgl¦dniaj¡cy funkcj¦ G stwierdzimy, »e

lim
(h,k)→(0,0)

A(h, k) =
∂2f

∂y∂x
(x, y).

To ko«czy dowód. Przy okazji znale¹li±my praktyczny przybli»ony wzór na
pochodne cz¡stkowe drugiego rz¦du.

1.4.1 Wzór Taylora

Zajmiemy si¦ tutaj tylko wzorem Taylora z pochodnymi do drugiego rz¦du
wª¡cznie.

Twierdzenie 6 Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡ trzykrotnie3 ró»niczkowaln¡ w
pewnym wypukªym otoczeniu U punktu x ∈ X. Wtedy dla y ∈ U

f(y) = f(x)+f ′(x)(y−x)+
1

2!
f ′′(x)h(2)+o(||h||2), gdzie f ′′(x)h(2) = (f ′′(x)h)h.

Dowód wynika z zastosowania wzoru Taylora d0 funkcji t 7→ (v|f(tx+(1− t)y)).

3Wystarczyªoby zaªo»y¢ dwukrotn¡ ró»niczkowalno±¢, ale taki prosty dowód, jak tutaj,
wymaga mocniejszego zaªo»enia.
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1.5 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

De�nicja terminu �lokalne ekstremum� jest taka sama, jak w przypadku funkcji
jednej zmiennej i nie b¦dziemy jej tutaj powtarzali. Oczywi±cie sensowne jest
mówienie o ekstremach wyª¡cznie w przypadku funkcji X → R.

Twierdzenie 7 (warunek konieczny ekstremum) Je±li f : X → R ma w punk-
cie x0 lokalne ekstremum i jest w tym punkcie ró»niczkowalna, to f ′(x0) = 0.

Dowód. Bierzemy dowolne v ∈ X i zajmujemy si¦ funkcj¡ g(t) = f(x0) + tv).
Funkcja g ma lokalne ekstremum dla t = 0 i jest w tym punkcie ró»niczkowalna.
Z warunku koniecznego dla funkcji jednej zmiennej mamy g′(0) = ∇vf(x0) =
f ′(x0)v = 0. Poniewa» v jest dowolne, mamy f ′(x0) = 0.

Aby sformuªowa¢ warunek wystarczaj¡cy, w którym wyst¦puje druga po-
chodna, potrzebne b¦d¡ pewne poj¦cia z algebry.

Forma kwadratowa, to funkcja Q : X → R, która wyra»a si¦ za pomoc¡
wspóªrz¦dnych (w jakiejkolwiek, a naprawd¦ w ka»dej) bazie wzorem4

Q(h) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijhihj .

Form¦ kwadratow¡ Q nazywamy

• dodatnio okre±lon¡, je±li Q(h) > 0 dla wszystkich h 6= 0,

• ujemnie okre±lon¡, je±li Q(h) < 0 dla wszystkich h 6= 0.

Praktyczny sposób rozstrzygania, czy dana forma kwadratowa jest dodatnio
b¡d¹ ujemnie okre±lona albo nie nale»y do »adnej z tych dwóch klas, daje na-
st¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 8 Forma kwadratowa Q okre±lona wzorem Q(h) =
∑n
i=1

∑n
j=1 aijhihj

jest

• dodatnio okre±lona wtedy i tylko wtedy, gdy ∆k > 0 dla wszystkich k =
1, . . . , n,

• ujemnie okre±lona wtedy i tylko wtedy� gdy (−1)k∆k > 0 dla wszystkich
k = 1, . . . , n,

• nieokre±lona, je±li Q(h) ma warto±ci zarówno dodatnie, jak ujemne.

gdzie

∆k =

∣∣∣∣∣∣
a11, . . . , a1k
. . . , . . . , . . .
ak1, . . . , akk

∣∣∣∣∣∣
4Bardziej elegancka de�nicja � na wykªadzie z Algebry.
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Twierdzenie 9 (warunek wystarczaj¡cy ekstremum) Je±li funkcja f :
X → R jest dwukrotnie ró»niczkowalna w punkcie x ∈ X, f ′(x) = 0 i forma
kwadratowa f ′′(x)h(2) jest dodatnio (ujemnie) okre±lona, to f ma w punkcie x
lokalne minimum (maksimum).

Je±li forma kwadratowa f ′′(x)h(2) jest nieokre±lona, to f nie ma w punkcie
x lokalnego ekstremum.

Dowód. Przeprowadzimy dowód dla minimum. Najpierw zauwa»my, »e je±li
Q(h) > 0 dla wszystkich h 6= 0, to istnieje takie c > 0, »e Q(h) ≤ c||h||2.
Rzeczywi±cie, wystarczy wzi¡¢ c = inf{h:||h||=1}Q(h). Poniewa» sfera jednost-
kowa jest zbiorem zwartym, kres dolny jest osi¡gany, musi wi¦c by¢ wi¦kszy
od zera. Nierówno±¢, o któr¡ chodzi wynika z wªasno±ci form kwadratowych:
Q(αh) = α2Q(h). Z wzoru Taylora mamy

f(x+h) = f(x)+f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h(2) +o(||h||2) = f(x)+

1

2
f ′′(x)h(2) +o(||h||2)

Wystarczy teraz wzi¡¢ ||h|| tak maªe, »eby ostatni skªadnik byª mniejszy ni»
1
2c||h||

2. B¦dzie wtedy f(x+ h) > f(x) dla dostatecznie maªych ||h|| 6= 0.

1.6 Lokalna odwracalno±¢ odwzorowa«

Mamy dane odwzorowanie f : X → Y . Niech f(x0) = y0. Lokalna odwracalno±¢
f w otoczeniu x0 oznacza to, »e dla ka»dego y dostatecznie bliskiego y0 istnieje
dokªadnie jedno x bliskie x0 takie, »e f(x) = y. Okre±lenie �bliskie� nie byªo
zde�niowane, bardziej precyzyjnie rzecz formuªuje nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 10 (o lokalnej odwracalno±ci) Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡
ró»niczkowaln¡ w pewnym otoczeniu punktu x0 ∈ X, a jej pochodna f ′ niech
b¦dzie ci¡gªa w tym otoczeniu. Zakªadamy ponadto, »e odwzorowanie liniowe
f ′(x0) ma odwrotne (mo»e to mie¢ miejsce tylko wtedy, gdy wymiary przestrzeni
X i Y s¡ równe). Niech y0 = f(x0).

Wtedy istniej¡: U � otoczenie x0 i V � otoczenie y0 takie, »e f |U jest bi-
jekcj¡ U na V . Ponadto, odwzorowanie (f |U )−1 jest ró»niczkowalne w y0 i jego
pochodna w tym punkcie równa si¦ (f ′(x0))−1.

Dowód. Chodzi o to, »eby pokaza¢, »e równanie f(x) = y ma dla y ∈ K(y0, r)
dokªadnie jedno rozwi¡zanie x ∈ K(x0, s), gdzie r i s s¡ odpowiednio dobrane.
Do rozwi¡zania zastosujemy metod¦ kolejnych przybli»e« opart¡ na zasadzie
Banacha. Niech

F (x) := x− (f ′(x0))−1(f(x)− y).

Sprawdzamy najpierw, »e F (x) = x jest równowa»ne temu, »e f(x) = y. Oczy-
wi±cie tak jest, bo f ′(x0) jest bijekcj¡.

Szukamy teraz warunków, jakie maj¡ speªnia¢ r i s, »eby F odwzorowywaªo
K(x0, s) w ten sam zbiór. Niech ||x− x0|| ≤ s wtedy

||F (x)− x0|| = ||x− x0 − (f ′(x0))−1(f(x)− y)|| =
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||(f ′(x0))−1[f ′(x0)(x− x0)− f(x) + y]|| =
||(f ′(x0))−1[f ′(x0)(x− x0)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)−R(x0, x− x0) + y|| =

||(f ′(x0))−1[−y0 + y −R]|| ≤ ||(f ′(x0))−1|| · ||y − y0 +R||

Niech C = ||(f ′(x0))−1||. Je±li we¹miemy takie maªe s, »e R < ||y − y0||, to
b¦dziemy mieli ||F (x)−x0|| ≤ 2Cr. Wystarczy wi¦c wzi¡¢ takie r, »eby 2Cr < s
i sprawa jest zaªatwiona.

Pytamy teraz, kiedy F jest odwzorowaniem zbli»aj¡cym.

||F (x)− F (x′)|| ≤ sup
c∈[x,x′]

||F ′(c)|| · ||x− x′|| =

sup
c∈[x,x′]

||I − (f ′(x0))−1f ′(c)|| · ||x− x′|| =

sup
c∈[x,x′]

||I − (f ′(x0))−1(f ′(x0) + f ′(c)− f ′(x0))|| · ||x− x′|| =

sup
c∈[x,x′]

||(f ′(x0))−1(f ′(c)− f ′(x0)|| · ||x− x′|| ≤

sup
c∈[x,x′]

||(f ′(x0))−1|| · ||(f ′(c)− f ′(x0)|| · ||x− x′||.

Poniewa» f ′ jest z zaªo»enia ci¡gªe, mo»emy dobra¢ tak maªe s, »eby we wszyst-
kich punktach c ∈ K(x0, s) speªniona byªa nierówno±¢ ||(f ′(x0))−1|| · ||(f ′(c) −
f ′(x0)|| < q < 1 dla pewnego q. Je±li teraz wybierzemy s speªniaj¡ce wszystkie
naªo»one do tej pory warunki, to mo»emy skorzysta¢ z zasady Banacha (K(x0, s)
jest zbiorem zwartym), co ko«czy dowód istnienia odwzorowanie odwrotnego.
Ró»niczkowalno±¢ i wzór na pochodn¡ odwzorowania odwrotnego dowodzi si¦
do±¢ podobnie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej.

Teraz troch¦ elementarnego wyja±nienia. Znajdowanie odwzorowanie od-
wrotnego jest rozwi¡zywaniem ukªadu n równa« z n niewiadomymi:

f1(x1, . . . , xn) = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fn(x1, . . . , xn) = yn.

Gdzie y1, . . . , yn s¡ dane, a x1, . . . , xn szukane.Twierdzenie mówi o tym, »e je±li
f ′(x0) jest odwracalne, a to ma miejsce wtedy, gdy

det f ′(x0) =

∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

, . . . , ∂f1
∂xn

. . . , . . . , . . .
∂fn
∂x1

, . . . , ∂fn
∂xn

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

a tak»e, gdy interesuj¡ nas tylko rozwi¡zania dostatecznie bliskie jakiego± zna-
nego rozwi¡zania przy nieznacznie zmienionych danych. Wyznacznik, który
tutaj wyst¦puje, nazywa si¦ jakobianem.
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1.7 Funkcje uwikªane

Zajmiemy si¦ tutaj nast¦puj¡cym zagadnieniem: Dany jest ukªad m równa«

f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0.

Czy mo»na y1, . . . , ym uzyska¢ st¡d jako funkcje x1, . . . , xn?
Sformuªujemy to pytanie w sposób podobny problemu z poprzedniego pod-

rozdziaªu. Dane jest odwzorowanie f : X × Y → Y . Przy jakich zaªo»eniach
mo»na twierdzi¢, »e istnieje odwzorowanie φ : X → Y takie, »e (y = φ(x)) ⇔
(f(x, y) = 0)? Odpowied¹ (oczywi±cie lokaln¡) daje nast¦puj¡ce twierdzenie
(w sformuªowaniu twierdzenia u»yjemy symbolu f ′Y dla oznaczenia pochodnej
odwzorowania y 7→ f(x, y)):

Twierdzenie 11 (o funkcjach uwikªanych) Zakªadamy, »e odwzorowanie f :
X × Y → Y ma ci¡gª¡ pochodn¡ w pewnym otoczeniu punktu (x0, y0). Poza
tym niech f(x0, y0) = 0. Je±li f ′Y (x0, y0) ma odwzorowanie odwrotne (czyli
det f ′Y (x0, y0) 6= 0), to istniej¡ takie otoczenia U � otoczenie x0 i V � otoczenie
y0 oraz odwzorowanie φ : U → V , »e równanie f(x, y) = 0 z warunkami x ∈
U, y ∈ V jest równowa»ne temu, »e y = φ(x). Ponadto odwzorowanie φ jest
ró»niczkowalne w x0 i

φ′(x0) = −(f ′Y (x0, y0))−1 ◦ f ′X(x0, y0).

Dowód. Stosujemy twierdzenie o lokalnej odwracalno±ci do odwzorowania G :
X × Y → X × Y okre±lonego wzorem G(x, y) = (x, f(x, y)) i otoczenia punktu
(x0, y0). Z zaªo»e« o ró»niczkowalno±ci i ci¡gªo±ci pochodnej f wynika taka sama
ró»niczkowalno±¢ G. Sprawdzamy odwracalno±¢ G′(x0, y0):

detG′(x0, y0) = det

[
I 0

f ′X(x0, y0) f ′Y (x0, y0)

]
= det f ′Y (x0, y0) 6= 0.

Odwzorowanie G jest wi¦c lokalnie odwracalne w pewnym otoczeniu punktu
(x0, y0). De�niujemy φ(x) := G−1(x, 0), gdzie G−1 oznacza odwzorowanie od-
wrotne do G ograniczonego do odpowiednio maªego otoczenia (x0, y0). Spraw-
dzamy, »e f(x, y) = 0 jest równowa»ne (dla (x, y) dostatecznie bliskiego (x0, y0))
temu, »e y = φ(x). Rzeczywi±cie, f(x, y) = 0, to to samo, co G(x, y) = (x, 0).
Ró»niczkowalno±¢ φ wynika z ró»niczkowalno±ci G−1, a wzór na pochodn¡ otrzy-
muje si¦ ró»niczkuj¡c stronami to»samo±¢ f(x, φ(x)) = 0:

f ′X + f ′Y φ
′ = 0, sk¡d φ′ = −(f ′Y )−1 ◦ f ′X .

1.8 Powierzchnie w Rn. Ekstrema zwi¡zane

1.8.1 Powierzchnia. Styczna do powierzchni

Powierzchni¡ w Rn b¦dziemy nazywali podzbiór, który lokalnie opisuj¦ si¦ za
pomoc¡ ukªadu równa« G(x) = 0, gdzie G : Rn → Rm. Zamiast Rn i Rm
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b¦dziemy pisali X i Y i mo»emy my±le¢ ogólniej o sko«czenie wymiarowych
przestrzeniach wektorowych euklidesowych.

De�nicja 4 Bardziej precyzyjnie, powierzchni¡ n −m wymiarow¡ w X nazy-
wamy taki podzbiór M ⊂ X, dla którego istnieje pokrycie (sko«czone) zbiorami
otwartymi Ui, i ∈ I w X oraz odwzorowania ϕi : Ui → Rn odpowiednio wiele
razy ró»niczkowalne5 wraz z odwrotnymi do nich, takie, »e ka»dy ze zbiorów
M ∩ Ui jest odwzorowywany na podzbiór otwarty w Rn−m ⊂ Rn, przy czym to
zawieranie rozumie si¦ jako odwzorowanie

Rn−m 3 (x1, . . . , xn−m) 7→ (x1, . . . , xn−m, 0, . . . , 0) ∈ Rn.

Odwzorowania ϕi nazywa si¦ lokalnymi mapami powierzchni M .

Pytamy teraz, jakie warunki wystarczaj¡ na to, »eby równanie G(x) = 0
wyznaczaªo powierzchni¦.

Twierdzenie 12 Niech G : X → Y , gdzie X,Y s¡ przestrzeniami wektoro-
wymi nad R odpowiednio n i m � wymiarowymi, przy czym n > m. Zaªó»my,
»e G jest odwzorowaniem ró»niczkowalnym o pochodnych ci¡gªych. Niech

M := {x ∈ X : G(x) = 0}

Punkt x0 ∈M nazywamy regularnym, je±li rz¡d G′(x0) ma najwi¦ksz¡ mo»liw¡
warto±¢, czyli m. Je±li x0 jest punktem regularnym M , to istnieje taki zbiór
otwarty U ⊂ X, »e M ∩ U jest powierzchni¡.

Idea dowodu. Je±li rz¡d G′(x0) = m, to przestrze« X mo»na przedstawi¢ w
postaci sumy prostejX = X1⊕X2, gdzieX1 = KerG′(x0). WtedyG′(x0)|X2

jest
odwracalne i mo»na zastosowa¢ twierdzenie o funkcjach uwikªanych do równania
G(x) = 0; otrzymuje si¦ funkcj¦ φ : X1 → X2 tak¡, »e G(x1 + φ(x1)) = 0 dla
wszystkich x1 ∈ X1. Odwzorowanie ϕ, o którym mowa w de�nicji powierzchni
okre±lamy wzorem ϕ(x) = (x1, G(x)).

Styczna Niech M b¦dzie podzbiorem przestrzeni wektorowej X. Krzyw¡ w
M nazywamy odwzorowanie ]a, b[3 t 7→ γ(t) ∈ M . Zakªadamy, »e γ jest ró»-
niczkowalne oraz 0 ∈]a, b[. Interesuj¡ nas krzywe takie, »e γ(0) = x0.

De�nicja 5 Wektorem stycznym do M w punkcie x0 nazywamy γ′(0).

Twierdzenie 13 Niech G : X → Y , gdzie X,Y s¡ przestrzeniami wektoro-
wymi nad R odpowiednio n i m � wymiarowymi, przy czym n > m. Zaªó»my,
»e G jest odwzorowaniem ró»niczkowalnym o pochodnych ci¡gªych. Niech

M := {x ∈ X : G(x) = 0}
5Odpowiednio do tego powierzchni¦ M nazywamy raz, dwa itd. razy ró»niczkowaln¡ albo

gªadk¡, gdy ϕi s¡ dowolnie wiele razy ró»niczkowalne.
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Zaªó»my, »e x0 ∈M jest punktem regularnym M . Wtedy

Tx0
(M) := {v ∈ X : G′(x0)v = 0}

jest zbiorem (wszystkich) wektorów stycznych do M .

Tx0
(M) nazywamy przestrzeni¡ styczn¡ do M w punkcie x0.
Dowód. Najpierw poka»emy, »e ka»dy wektor styczny w punkcie x0 jest

elementem Tx0
(M). Rzeczywi±cie, je±li γ jest krzyw¡ w M tak¡, »e γ(t) ∈ M

dla wszystkich t oraz γ(0) = x0. Wtedy G(γ(t)) ≡ 0; ró»niczkuj¡c to w punkcie
t = 0 mamy G′(x0)v = 0, czyli v ∈ Tx0(M).

Je±li v ∈ Tx0
(M), to bierzemy krzyw¡ γ opisan¡ równaniem ] − ε, ε[3 t 7→

γ(t) := tv + φ(tv), gdzie φ jest odwzorowaniem wyst¦puj¡cym w dowodzie po-
przedniego twierdzenia. Z jego de�nicji wynika, »e γ(t) ∈M , a z twierdzenia o
funkcjach uwikªanych mamy φ′(0) = 0, wobec czego γ′(0) = v.

1.8.2 Ekstrema zwi¡zane

Problem jest nast¦puj¡cy: mamy dan¡ funkcj¦ f : X → R oraz powierzchni¦
M zadan¡ równaniem G(x) = 0, gdzie G : X → Y, dimX > dimY . Szukamy
lokalnych ekstremów funkcji f na M , czyli takich punktów x0 ∈ M , w których
f ma najwi¦ksz¡ b¡d¹ najmniejsz¡ warto±¢ spo±ród warto±ci przyjmowanych w
punktach M le»¡cych w jakim± otoczeniu x0.

Zakªadamy w tej cz¦±ci, »e f i G s¡ odwzorowaniami ró»niczkowalnymi tyle
razy ile b¦dzie potrzeba i pochodne ich s¡ ci¡gªe.

Twierdzenie 14 (warunek konieczny) Je±li f ma lokalne ekstremum zwi¡zane
w x0 ∈M , to dla ka»dego v ∈ Tx0(M) zachodzi

∇vf(x0) = 0.

Dowód. Je±li v = γ′(0), gdzie γ jest krzyw¡ le»¡c¡ na M tak¡, »e γ(0) = x0, to
funkcja t 7→ f(γ(t)) ma w punkcie t = 0 lokalne ekstremum, sk¡d wynika, »e jej
pochodna zeruje si¦ w zerze, a to wªa±nie jest napisane jako teza twierdzenia.

Twierdzenie 15 (warunek konieczny jeszcze raz) Je±li f ma lokalne ekstremum
zwi¡zane w x0 ∈ M , a x0 jest punktem regularnym M , to istnieje funkcjonaª
liniowy Λ ∈ Y ′ taki, »e

f ′(x0) = Λ ◦G′(x0).

Λ nazywa si¦ funkcjonaªem Lagrange'a, a jego wspóªrz¦dne mno»nikami La-
grange'a.

Dowód. Poniewa» x0 jest punktem regularnym M , Przestrze« X jest sum¡
prost¡ podprzestrzeni X = X1 ⊕ X2, gdzie X1 = Tx0

(M), a G′(x0) odwzo-
rowuje wzajemnie jednoznacznie X2 na Y . Wprowad¹my oznaczenie A :=
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(G′(x0)|X2)−1. Bierzemy dowolne x ∈ X. x = v + v2, gdzie v ∈ X1, v2 ∈ X2.
v2 = Ay dla pewnego y ∈ Y .

0 = ∇vf(x0) = f ′(x0)v,wi¦c f ′(x0)x = f ′(x0)v2 = f ′(x0)Ay =

= f ′(x0)AG′(x0)v2 = f ′(x0)AG′(x0)x

Mamy wi¦c tez¦ dla Λ = f ′(x0)A.

Twierdzenie 16 (warunek wystarczaj¡cy) Je±li speªniony jest warunek konieczny
z poprzedniego twierdzenia oraz forma kwadratowa

f ′′(x0)− Λ ◦G′′(x0)

jest dodatnio (ujemnie okre±lona) na podprzestrzeni Tx0
(M), to f ma w x0

lokalne minimum (maksimum) zwi¡zane.

Dowód. Najpierw pewne nowe pojecie i lemat z nim zwi¡zany.

De�nicja 6 Pªaszczyzn¡ styczn¡ do M w punkcie regularnym x0 nazywamy
zbiór Tx0

(M) := x0 + Tx0
(M).

Lemat 1 Istnieje ró»niczkowalne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie π pew-
nego otoczenia x0 w Tx0(M) na otoczenie x0 wM takie, »e ||x0+v−π(x0+v)|| =
o(||v||).

Dowód lematu. Równanie G(x) = 0 zapisujemy u»ywaj¡c rozkªadu na sum¦
prost¡ X = Tx0

(M) ⊕ X2: G(x0 + v + z) = 0, gdzie v ∈ Tx0
(M), z ∈ X2 i

traktujemy jako równanie wyznaczaj¡ce y jako uwikªan¡ funkcj¦ v. Zaªo»enia
twierdzenia o funkcjach uwikªanych s¡ speªnione w otoczeniu punktu v = 0 = y,
poniewa» G′(x0)|x2 jest odwracalne. Wobec tego w pewnym otoczeniu punktu
v = 0 równanie to wyznacza odwzorowanie v 7→ φ(v) takie, »e G(x0 + v +
φ(v)) = 0. Obliczamy φ′(0): G′(x0)|Tx0 (M) + G′(x0)|X2

φ′(0) = 0. Poniewa»
G′(x0)|Tx0

(M) = 0 mamy φ′(0) = 0. Odwzorowanie π okre±lamy wzorem π(x0 +
v) := x0 + v+φ(v). Poniewa» φ′(0) = 0 mamy φ(v) = o(||v||), co ko«czy dowód
lematu.

Powracamy do dowodu twierdzenia. Bierzemy punkt x ∈ M le»¡cy w oto-
czeniu x0 w M , o którym mówi lemat. Wtedy x = π(x0 + v) dla pewnego
v ∈ Tx0

(M). Wzór Taylora w otoczeniu x0 dla funkcji f − Λ ◦G:

f(x)− Λ ◦G(x) = f(x0)− ΛG(x0) + [f ′(x0)− ΛG′(x0)](x− x0) +

+
1

2
[f ′′(x0)− ΛG′′(x0)](x− x0)(2) + o(||x− x0||) =

= f(x0) +
1

2
[f ′′(x0)− ΛG′′(x0)](x− x0)(2) + o(||x− x0||2).

Na podstawie lematu wiemy, »e x = π(x0 + v), gdzie v ∈ Tx0
(M) oraz x− x0 =

x0 + v + o(||v||). Wobec tego

[f ′′(x0)− ΛG′′(x0)](x− x0)(2) = [f ′′(x0)− ΛG′′(x0)]v(2) + o(||v||2),

a o(||v||2) jest tak»e o(||x − x0||2), wi¦c post¦puj¡c dalej tak, jak w przypadku
zwykªych ekstremów otrzymujemy tez¦ twierdzenia.
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