Wyklady 1,...,10

1 Funkcje wielu zmiennych

1.1 Pojecia wstepne

Pod nazwy ,funkcje wielu zmiennych” kryjg sie funkcje jednej zmiennej, na-
lezacej do R™. Ogolniej, bedziemy rozwazali n-wymiarowa przestrzen wekto-
rowa X nad R, wyposazona w iloczyn skalarny, to znaczy w odwzorowanie
X x X 5 (z,y) — (z]y) € R o wlasnosciach:

o (ax+ Bylz) = alz|z) + B(y|z) gdzie z,y,2€ X, a,B €R,
e (zly) = (ylz),
e (z|x) >0, przy czym (z|z)=0= 2 =0.

Przestrzen taka nazywa sie n-wymiarowa przestrzenia euklidesows. Bedziemy
takze korzystali z nastepujacego twierdzenia:

Kazdy funkcjonat liniowy ¢ na X ma postaé: ¢(x) = (v|x), przy czym wektor
v jest jednoznacznie wyznaczony przez ¢.

Przyktad. X = R", (zly) = > oo Tkyk, gdzie z = (z1,...,2,), y =
(Y1, --,Yn). Funkcjonaly liniowe maja posta¢ ¢(z) = Y7 cpay czyli v =
(c1y.vyen).

Podstawowe wlasnosci Wprowadzamy nastepujaca wielkosé, ktoéra bedziemy
nazywali norma wektora: ||z|| := /(z|z). Wlasnosci normy:

L ([lz]] = 0) = (= = 0),

2. [Jaz]| = |af - [|=]],

3. x|y < |zl - lly|] (nier6wnosé Schwarza),

4. ||z +y|l <||z|] + ||ly|| (nieréwnosé Minkowskiego).

Metryke w X definiujemy wzorem d(z,y) = ||z — y||. Latwo sprawdzi¢, ze jest
to metryka, to znaczy, ze ma wtlasnosci, jakich oczekujemy od metryki. W po-

danym przykladzie mamy ||z|| = /> ,_, #3 oraz d(z,y) = /> p_y(Tk — yi)>.

Wprowadza sie takze norme operatorow liniowych. Niech A : Y — Y,
gdzie X|Y sa przestrzeniami euklidesowymi. Definiujemy: |[|A|| = inf{c :
Vaeex||Az|| < c||z|[}. Latwo zobaczy¢, ze [|Al| = sup)j,) = |[[Az[|. Réwnie tatwo
jest sprawdzié, ze norma operatora ma wtasnodci 1., 2. i 4.



Przypomnienie pewnych pojeé i ich wlasnosci z poprzedniego seme-
stru

A& K(zg,R) = {z € R" : ||z — x0|]| < R} — kula (otwarta) o srodku zg i
promieniu R.

A& K(zg,R) = {z € R": ||l — 29|| < R} — kula (domknieta) o srodku z i
promieniu R.

& R"(z, = y) < (d(zy,y) = ||z, — y|| — 0). Wiemy, ze zbieznos¢ ciagu
punktéw R”™ jest rownowazna zbieznosci ich wspoétrzednych.

& Zbior A C R™ nazywamy otoczeniem x € R”, gdy J~oK (z,€) C A.

& Zbior A C R™ nazywamy otwartym, jesli jest otoczeniem kazdego z punk-
tow, ktore do niego naleza.

#® y € R"™ nazywamy punktem skupienia zbioru A C R", jesli kazde otoczenie
y zawiera punkt zbioru A. Jest to réwnowazne temu, ze istnieje ciag
Ty, € A zbiezny do y.

A& 7Zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie R™\ A
jest zbiorem otwartym.

& Funkcja f : R™ — R™ jest ciaggla w punkcie x € R", jesli dla kazdego
ciagu x,, — x zachodzi f(z,) — f(z). Warunek réownowazny: dla kazdego
otoczenia V punktu f(z) istnieje takie otoczenie U punktu z, ze f(U) C V.

1.2 Pochodna funkcji

Niech X,Y oraz Z beda skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi
wyposazonymi w iloczyny skalarne.

Definicja 1 Niech f: X — Y. Mowimy, Ze [ jest rézniczkowalna w punkcie
x € X, jesli istnieje odwzorowanie A € L(X,Y) (czyli liniowe) takie, zZe reszta
R(z, h) zdefiniowana réwnaniem

flx+h) = f(x)+ Ah + R(z, h)

spetnia warunek @ "=00. Inaczej: R(x,h) = o(h).!

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej dowodzi sie, ze A wystepujace w de-
finicji, jesli istnieje, to jest tylko jedno. Nazywamy je wtedy pochodng f w
punkcie z i oznaczamy f'(z).

Twierdzenie 1 Niech f: X — Y ig:Y — Z. Jesli f jest rozniczkowalna w
punkcie x € X, a g jest rézniczkowalna w f(x), to g o f jest rézniczkowalna w
x 1 zachodzi wzdr (go f) (z) = ¢ (f(x))f'(x).

ITutaj i w dalszym ciggu stosujemy zapis skrocony. Chodzi o to, ze funkcja, o ktérej mowa
jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu, o ktorym mowa i ma wartosci w Y.




1.2.1 Pochodna kierunkowa

Niech f : X — Y i v € X. Definiujemy funkcje ¢ : R — Y wzorem g¢(t) =
f(z + tv).

Definicja 2 Pochodng kierunkowq funkcji f w punkcie x w kierunku v nazy-
dg . . L0 .
wamy 5 |i—o (o ile taka pochodna istnieje) i oznaczamy jg V., f(x).

Z twierdzenia o rézniczkowaniu ztozenia dwoch funkcji mamy natychmiastowy
wniosek: jesli f jest funkcja rézniczkowalnag w punkcie z, to

Vof(z) = f(x)v.

1.2.2 Pochodne czastkowe, macierz Jacobiego

Niech f : R" — R™. W R" wyrézniamy baze¢ e1, ..., e,, gdziee; = (0,...,1,...,0),
zwang baza kanoniczna, gdzie jedynka wystepuje na j-tym miejscu. Pochodng
czastkowa f wzgledem j-tej zmiennej bedziemy nazywali V., f. Najczesciej sto-
suje sie oznaczenia 8‘%, [rz; Tub fj.

Przyjrzyjmy sie blizej.

gai(x) =V, f(z) :}i_{]% f(w—i-tei) — f(=x) _
iy S @G ) — @)
t—0 .

Jak wiemy z algebry, kolumny macierzy odwzorowanie liniowego A € L(X,Y)
w zadanych bazach e i €’ s3 wspotczynnikami rozktadu wektorow Ae; w bazie
e”. Wynika stad, ze macierz pochodnej funkcji f, o ktorej tutaj méwimy, ma
postac

ofi  9ofi Of1
dxq 6:&2 e Ox .y,
Of:  Ofz Of2
oz Oz e Oy,
Ofn  Ofn Ofn
Oz, Oxo e Oy,

Nazywamy ja macierza Jacobiego. Podstawiajac wspotrzedne wektoréw dosta-
jemy wzor
of,

63:
j=1

fl@)h =

Poniewaz sktadaniu odwzorowan liniowych odpowiada mnozenie ich macie-
rzy (w odpowiednich bazach), mamy nastepujacy wzor dla pochodnej odwzoro-
wania zlozonego:

Z 0fi Ogr
&rj Oyi Oz



Z rozniczkowalnosci funkeji wynika istnienie pochodnych czastkowych. Od-
wrotne wynikanie nie jest prawdziwe. Je§li jednak pochodne czastkowe sg ciagle,
to wynika stad rézniczkowalnosé funkcji i ciggtosé pochodnej. Dowdd, wcale nie
prosty, pomijamy.

1.2.3 Gradient

Jesli f: X > R,axz € X, to f/(x) € L(X,R), czyli jest funkcjonatem liniowym.
Istnieje wiec doktadnie jeden wektor, v taki, ze f'(x)h = (v|h) dla wszystkich
u € X. Wektor ten nazywamy gradientem f w punkcie z i oznaczamy grad f(x)
lub V f(x). Interpretacja geometryczna gradientu wynika z wzoru

fa+h)=f(x) = f(@)h+r(z h) = (Vf(@)h)+r(z,h) = ||V f(@)]]-]h]] cos(a),
gdzie « jest katem miedzy Vf i h. Wynika stad, ze gradient ma kierunek
najszybszego wzrostu funkcji, a jego dtugosé jest miara szybkosci jej wzrostu.
1.3 Twierdzenia o warto$ci $redniej

Zbiory wypukle Zajmujemy sie podzbiorami skoriczenie wymiarowej rzeczy-
wistej przestrzeni wektorowej X wyposazonej w iloczyn skalarny.

Definicja 3 A jest zbiorem wypuktym, jezeli Yy ye AVacpo (A +(1—N)y) € A.

Latwo jest stwierdzié, ze jegli zbiory A i B sa wypukte, to ANB i A sa wypukle.
Najmniejszy domkniety zbiér wypukly zawierajacy dany zbiér A nazywamy
domknieta powtoka wypukla A i oznaczamy conv(A)

Twierdzenie 2 Jesli A jest zbiorem wypuklym domknietym, to
1. Dla kazdego x ¢ A istnieje v € X takie, ze (v|z) > sup,¢c4(v|y),
<

2. Jesli dla kazdego v € X zachodzi infyc4(y|v)
x € A.

(z|]v) < sup.ea(z|v), to

Przechodzimy do twierdzen o wartosci $redniej.

Twierdzenie 3 Niech f bedzie funkcjg o wartosciach w R okreslong i réznicz-
kowalng na zbiorze wypuktym A. Wtedy dla dowolnych x,y € A istnieje takie
A €]0, 1], ze

fx) = fly) = fQx+ (1= Ny) (z—y).

Dowd6d. Bierzemy funkcje pomocnicza [0,1] 3 ¢ — g(t) == f(tz + (1 —t)y) i
stosujemy do niej twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej.

Twierdzenie 4 Niech f : X — Y bedzie funkcjg okreslong na zbiorze wypuktym
A i rézniczkowalng na tym zbiorze. Wiedy dla dowolnych x,z' € A

o (f(z) = f(y)) e conv({f'(tw + (1 = t)y)(x —y) : t € [0,1]}),



o |[f(z) = W < supsepo,q 1f (tx + (1 =)yl - ||z — yl|.
Dowdéd. Bierzemy dowolne v € Y i stosujemy poprzednie twierdzenie do funkcji
x — (v|f(z)), a nastepnie korzystamy z wlasnosci zbiorow wypuktych. Niech

g(t) = (0] £(1))-
(lf(y)—f(2)) = g(1)=g(0) = ¢'(0) = (v[(f' (6 + (1 = O)y)(x — y)) < sup (v|f'(s)(y—=))

s€[0,1]
7 Twierdzenia 2. wynika pierwszy punkt tezy. Punkt drugi wynika z wlasnosci
normy operatora liniowego.
W dalszym ciagu bedziemy stosowali oznaczenie [x,y] := {A\x + (1 — Ny :
Ae[0,1]}.

1.4 Pochodne wyzszych rzedéw. Wzoér Taylora

Niech f: X — Y, gdzie X i Y sa przestrzeniami euklidesowymi. Jesli f jest
rozniczkowalna, to f/(z) € L(X,Y). L(X,Y) jest skoficzenie wymiarowa prze-
strzenig wektorowsg wyposazong w norme?, mozna wiec pyta¢ o pochodng funk-
cji X 3z~ f'(x) € L(X,Y). Pochodna tej funkcji nalezy do L(X,L(X,Y)).
oznaczamy ja naturalnie f”(x). Podobnie okreslamy pochodne wyzszego rzedu.
Zajmiemy sie najpierw druga pochodna. Poniewaz f”(x) € L(X, L(X,Y)), dla
heX f'(x)h € L(X,Y), wiec dla k € X ma sens wyrazenie (f”(z)h)k € Y.
We wspétrzednych wyglada to tak:

" _ s e frnd _—
k=323 Gk wde 5= o ( ax) |

Bardzo wazne konsekwencje ma nastepujace twierdzenie méwiagce o symetrii
drugich pochodnych czastkowych:

Twierdzenie 5 Jesli drugie pochodne czgstkowe sq ciggte w pewnym otoczeniu
punktu x, to (f"(x)h)k = (f"(x)k)h a we wspdtrzednych:
0% f 0% f

31‘73117] - (917]6261
Dowod. Zauwazmy najpierw, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek funkcji dwoch
zmiennych o wartosciach w R. Dla wiekszej przejrzystosci zapisu wspotrzedne
punktu, o ktérym mowa w twierdzeniu, oznaczymy literami x i y. Wezmy dwie
dostatecznie male liczby rzeczywiste h i k i rozwazmy wyrazenie

AE) = o lf by +R) = Jay+8) = [+ hoy) + £, )
= (U by 8~ fey+ R - [f+ hy) — f)])
= ity B = )] - ey +8) - f@ )l

2Norma w L(X,Y) nie zostata okreslona za pomoca iloczynu skalarnego, ale w przestrzeni
z norma mozna bez zadnych zmian okresli¢ pojecie rozniczkowalnosci funkcji. Poza tym w
skoriczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej wszystkie normy sa réwnowazne (to znaczy
daja ten sam zbiér ciagdéw zbieznych).



Wprowadzamy oznaczenia

Mamy
1 1
AhK) = S [Fly+8) = F(y)] = (Gl + 1) — G(z)]
Na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci §redniej mamy

Fly+k)—F(y)=kF'(y+0k), 0<0<1

oraz

G(z+h) — G(z) = hG'(x +nh), 0 <n < 1.

Podstawiajac mamy

1 11of of
A(h,k) = —F' k)= — | = h k) — — 0k)| .
Jeszcze raz stosujemy twierdzenie Lagrange’a, tym razem do funkcji ®(z) =
SL(w,y + k).
of

37
A(h, k) = %(x +0'h,y + 6F).

Na mocy ciagtosci pochodnych czastkowych

82
AlhuK) = 50 )

lim
(h,k)—(0,0)

Biorac w rachunkach rozktad A(h, k) uwzgledniajacy funkcje G stwierdzimy, ze

im ALK = 2y
(h,k)—(0,0) T Oyox Y-

To koniczy dowdd. Przy okazji znalezliSmy praktyczny przyblizony wzér na
pochodne czastkowe drugiego rzedu.

1.4.1 Wzér Taylora

Zajmiemy sie tutaj tylko wzorem Taylora z pochodnymi do drugiego rzedu
wlacznie.

Twierdzenie 6 Niech f: X — Y bedzie funkcjq trzykrotnie® rézniczkowalng w
pewnym wypuktym otoczeniu U punktu x € X. Witedy dla y € U

fy) = f(w)+f’(w)(y—m)+%f”(m)h(2)+0(Hh\|2), gdzie [ () = (" (x)h)h.

Dowd6d wynika z zastosowania wzoru Taylora d0 funkcji ¢ — (v|f(tz+ (1 —1)y))-

3Wystarczyloby zalozyé dwukrotng rézniczkowalnosé, ale taki prosty dowéd, jak tutaj,
wymaga mocniejszego zalozenia.



1.5 Ekstrema funkcji wielu zmiennych

Definicja terminu ,lokalne ekstremum” jest taka sama, jak w przypadku funkcji
jednej zmiennej i nie bedziemy jej tutaj powtarzali. Oczywiscie sensowne jest
moéwienie o ekstremach wytacznie w przypadku funkcji X — R.

Twierdzenie 7 (warunek konieczny ekstremum) Jesli f : X — R ma w punk-
cie xo lokalne ekstremum i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to f'(xo) = 0.

Dowd6d. Bierzemy dowolne v € X i zajmujemy sie funkcja g(t) = f(zo) + tv).
Funkcja g ma lokalne ekstremum dla ¢ = 0 i jest w tym punkcie rézniczkowalna.
Z warunku koniecznego dla funkcji jednej zmiennej mamy ¢'(0) = V, f(zo) =
f'(zo)v = 0. Poniewaz v jest dowolne, mamy f’(x¢) = 0.

Aby sformulowaé warunek wystarczajacy, w ktorym wystepuje druga po-
chodna, potrzebne beda pewne pojecia z algebry.

Forma kwadratowa, to funkcja @ : X — R, ktéra wyraza sie za pomoca
wspotrzednych (w jakiejkolwiek, a naprawde w kazdej) bazie wzorem*

Q(h) = aihih;.

i=1j=1
Forme kwadratowa ) nazywamy
e dodatnio okreslona, jesli Q(h) > 0 dla wszystkich h # 0,
e ujemnie okreslona, jesli Q(h) < 0 dla wszystkich h # 0.

Praktyczny sposob rozstrzygania, czy dana forma kwadratowa jest dodatnio
badz ujemnie okreslona albo nie nalezy do zadnej z tych dwoch klas, daje na-
stepujace twierdzenie:

Twierdzenie 8 Forma kwadratowa Q okreslona wzorem Q(h) = 377, >0, aijhih;
jest

e dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0 dla wszystkich k =

1,...,n,

o ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*Ayx > 0 dla wszystkich
k=1,...,n,

e nieokreslona, jesli Q(h) ma wartosci zaréwno dodatnie, jak ujemne.
gdzie
ari, ..., Qik
Ag=1 ..., ...,
k1, .-y Qkk

4Bardziej elegancka definicja — na wykladzie z Algebry.



Twierdzenie 9 (warunek wystarczajacy ekstremum) Jesli funkcja f :
X — R jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie x € X, f'(x) = 0 i forma
kwadratowa f"(x)h?) jest dodatnio (uwjemnie) okreslona, to f ma w punkcie x
lokalne minimum (maksimum,).

Jesli forma kwadratowa ' (x)h) jest nieokreslona, to f nie ma w punkcie
x lokalnego ekstremum.

Dowéd. Przeprowadzimy dowdd dla minimum. Najpierw zauwazmy, ze jesli
Q(h) > 0 dla wszystkich h # 0, to istnieje takie ¢ > 0, ze Q(h) < ¢||h|.
Rzeczywiscie, wystarczy wzig¢ ¢ = infyp.)p) =1} @(h). Poniewaz sfera jednost-
kowa jest zbiorem zwartym, kres dolny jest osiagany, musi wiec byé¢ wiekszy
od zera. Nieré6wno$¢, o ktéra chodzi wynika z wlasnosci form kwadratowych:
Q(ah) = a?Q(h). Z wzoru Taylora mamy

Flath) = @)+ @ht 5 7" @h® +of|[bIP) = £()+ 5 f(2)h® 4o |1

Wystarczy teraz wziaé ||h|| tak male, zeby ostatni sktadnik byl mniejszy niz
1c||h|%. Bedzie wtedy f(z +h) > f(z) dla dostatecznie matych |[|h|| # 0.

1.6 Lokalna odwracalno$¢ odwzorowan

Mamy dane odwzorowanie f : X — Y. Niech f(x¢) = yo. Lokalna odwracalnosé¢
f w otoczeniu xg oznacza to, ze dla kazdego y dostatecznie bliskiego yq istnieje
dokladnie jedno x bliskie xy takie, ze f(x) = y. Okreslenie ,bliskie” nie byto
zdefiniowane, bardziej precyzyjnie rzecz formutuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 10 (o lokalnej odwracalnosci) Niech f : X — Y bedzie funkcjg
rézniczkowalng w pewnym otoczeniu punktu xo € X, a jej pochodna f' niech
bedzie ciggta w tym otoczeniu. Zaktadamy ponadto, zZe odwzorowanie liniowe
1/ (z0) ma odwrotne (moze to mieé miejsce tylko wtedy, gdy wymiary przestrzeni
X iY sq réwne). Niech yo = f(xo).

Wtedy istniejg: U — otoczenie xo i V — otoczenie yq takie, ze f|y jest bi-
jekcja U ma V. Ponadto, odwzorowanie (f|y)~! jest rézniczkowalne w yo i jego
pochodna w tym punkcie réwna sie (f'(xo))~!.

Dowdd. Chodzi o to, zeby pokazaé, ze rownanie f(z) =y ma dla y € K(yo,)
doktadnie jedno rozwiazanie x € K (xg, s), gdzie r i s sa odpowiednio dobrane.
Do rozwiazania zastosujemy metode kolejnych przyblizenn oparta na zasadzie
Banacha. Niech

F(z) =z —(f'(x0)) " (f(z) = y)-
Sprawdzamy najpierw, ze F'(x) = z jest rownowazne temu, ze f(z) =y. Oczy-
wiscie tak jest, bo f'(zo) jest bijekcja.
Szukamy teraz warunkow, jakie majg spelniaé r i s, zeby F' odwzorowywato
K(x0,s) w ten sam zbior. Niech ||z — || < s wtedy

1E(2) = zol| = [lo — z0 — (f'(20) " (f(2) —y)l| =



10 (@0)) "' (o) (@ — wo) — f(a) + 9]l =
[1(f (20)) 7' (o) (@ — @o) = f(wo) = f'(x0)(x — w0) = R(zo, 2 — w0) +yl| =
1(f' (o))" =0 +y = RIII < [I(f" (o)) "I - [ly — 9o + Rl

Niech C' = [|(f'(x0))~Y||. Jesli wezmiemy takie male s, ze R < ||y — voll, to
bedziemy mieli || F(z)—xo|| < 2Cr. Wystarczy wiec wziaé takie r, zeby 2Cr < s
i sprawa jest zalatwiona.

Pytamy teraz, kiedy F' jest odwzorowaniem zblizajacym.

IF(z) = F(")|| < sup [[F'(c)]] - [lz —a'l| =

c€lx,x’]

sup |11 — (f'(20)) "' f' ()] - ||z — 'l =

c€lz,x’]

S 11 = (' (0)) 7' (f (o) + f'(¢) = f'(wo))l] - ||z — 2l =
sup ||(f'(20)) T (' () = f'(@o)l| - [Jo = 2'|| <

c€lz,x’]

sup (' (o)) M| - [I(f'(c) = ' (wo)l| - |l — 7],

c€lz,x’]

Poniewaz f’ jest z zalozenia ciggle, mozemy dobraé tak mate s, zeby we wszyst-
kich punktach ¢ € K (g, s) spetniona byla nieréwnosé ||(f(zo)) | - ||(f'(c) —
1 (xz0)]| < ¢ <1 dla pewnego g. Jesli teraz wybierzemy s spelniajace wszystkie
nalozone do tej pory warunki, to mozemy skorzystac z zasady Banacha (K (zg, $)
jest zbiorem zwartym), co koriczy dowdd istnienia odwzorowanie odwrotnego.
Rézniczkowalnosé i wzor na pochodna odwzorowania odwrotnego dowodzi sie

do$¢ podobnie, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej.

Teraz troche elementarnego wyjasnienia. Znajdowanie odwzorowanie od-
wrotnego jest rozwigzywaniem uktadu n réwnan z n niewiadomymi:

Gdzie y1, ...,y sa dane, a x1, ..., , szukane. Twierdzenie méwi o tym, ze jesli
f'(zo) jest odwracalne, a to ma miejsce wtedy, gdy

of1 df1
dx1’ 7 Oz,
det f'(xg) =1 ..., ..., ... |#0.
Ofn Ofn
Ox1’ 7 Oz,

a takze, gdy interesuja nas tylko rozwigzania dostatecznie bliskie jakiego§ zna-
nego rozwiazania przy nieznacznie zmienionych danych. Wyznacznik, ktéry
tutaj wystepuje, nazywa sie jakobianem.



1.7 Funkcje uwiklane

Zajmiemy sie tutaj nastepujacym zagadnieniem: Dany jest uklad m réwnan

fl(xlaﬂ'?xnﬂylv"'?ym) :07

fm(xl:“- yTns Yl - - - 7y'm) =0.

Czy mozna y1, ..., Yy, uzyskac stad jako funkcje z1,...,z,7

Sformulujemy to pytanie w sposéb podobny problemu z poprzedniego pod-
rozdzialu. Dane jest odwzorowanie f : X x Y — Y. Przy jakich zalozeniach
mozna twierdzi¢, ze istnieje odwzorowanie ¢ : X — Y takie, ze (y = ¢(z)) &
(f(z,y) = 0)?7 Odpowiedz (oczywiscie lokalna) daje nastepujace twierdzenie
(w sformutowaniu twierdzenia uzyjemy symbolu fi- dla oznaczenia pochodnej
odwzorowania y — f(z,y)):

Twierdzenie 11 (o funkcjach uwiklanych) Zaktadamy, zZe odwzorowanie f :
X xY — Y ma cigglg pochodng w pewnym otoczeniu punktu (xo,yo). Poza
tym niech f(zo,yo) = 0. Jesli fi(xo,y0) ma odwzorowanie odwrotne (czyli
det fi-(zo,v0) # 0), to istniejq takie otoczenia U — otoczenie xo i V — otoczenie
Yo oraz odwzorowanie ¢ : U — V, ze réwnanie f(x,y) = 0 z warunkami x €
Uy € V jest rownowazne temu, ze y = ¢(x). Ponadto odwzorowanie ¢ jest
rozniczkowalne w xq i

¢'(w0) = —(f3 (w0, 50)) " © fx (0, y0)-

Dowdd. Stosujemy twierdzenie o lokalnej odwracalnosci do odwzorowania G :
X xY — X x Y okreslonego wzorem G(z,y) = (z, f(z,y)) i otoczenia punktu
(z0,y0). Z zatozen o rozniczkowalnosci i ciagtosci pochodnej f wynika taka sama
rozniczkowalnosé G. Sprawdzamy odwracalno$¢ G’ (zg, yo):

I 0

det G’ (0, yo) = det
et G'(o, yo) = de Fi(@o,m0)  fi (o, w0)

= det fy (0, 90) # 0.
Odwzorowanie G jest wiec lokalnie odwracalne w pewnym otoczeniu punktu
(70,%0). Definiujemy ¢(x) :== G~1(x,0), gdzie G=! oznacza odwzorowanie od-
wrotne do G ograniczonego do odpowiednio malego otoczenia (xq,yo). Spraw-
dzamy, ze f(x,y) = 0 jest rownowazne (dla (z,y) dostatecznie bliskiego (zg, yo))
temu, ze y = ¢(x). Rzeczywiscie, f(x,y) = 0, to to samo, co G(z,y) = (z,0).
Rozniczkowalnoéé ¢ wynika z rézniczkowalnosci G, a wzoér na pochodng otrzy-
muje sie rézniczkujac stronami tozsamosé f(x, ¢(z)) = 0:

fx+ fyd' =0, skad ¢/ = —(f{) "o fk.

1.8 Powierzchnie w R”. Ekstrema zwigzane
1.8.1 Powierzchnia. Styczna do powierzchni

Powierzchnia w R™ bedziemy nazywali podzbiér, ktéry lokalnie opisuje sie za
pomoca ukladu réwnan G(z) = 0, gdzie G : R* — R™. Zamiast R® i R™
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bedziemy pisali X i Y i mozemy my$le¢ ogélniej o skonczenie wymiarowych
przestrzeniach wektorowych euklidesowych.

Definicja 4 Bardziej precyzyjnie, powierzchnig n — m wymiarowg w X nazy-
wamy taki podzbior M C X, dla ktérego istnieje pokrycie (skoriczone) zbiorami
otwartymi U;,i € I w X oraz odwzorowania p; : U; — R™ odpowiednio wiele
razy rozniczkowalne® wraz z odwrotnymi do nich, takie, ze kazidy ze zbioréw
M NU; jest odwzorowywany na podzbior otwarty w R™"~™ C R™, przy czym to
zawieranie rozumie sie jako odwzorowanie

R*™™ 3 (21,...,Zpn—m) — (X1,..., Tn—m,0,...,0) € R™.
Odwzorowania p; nazywa sie lokalnymi mapami powierzchni M.

Pytamy teraz, jakie warunki wystarczaja na to, zeby réownanie G(z) = 0
wyznaczalo powierzchnie.

Twierdzenie 12 Niech G : X — Y |, gdzie XY sq przestrzeniami wektoro-
wymi nad R odpowiednio n + m — wymiarowymsi, przy czym n > m. Zatozmy,
ze G jest odwzorowaniem rézniczkowalnym o pochodnych ciggtych. Niech

M:={xe X :G(x)=0}

Punkt xg € M nazywamy regularnym, jesli rzqd G'(xg) ma najwiekszq mozliwg
warto$é, czyli m. Jesli xy jest punktem regularnym M, to istnieje taki zbior
otwarty U C X, ze M NU jest powierzchnig.

Idea dowodu. Jesli rzad G'(xg) = m, to przestrzen X mozna przedstawi¢ w
postaci sumy prostej X = X1®X,, gdzie X1 = KerG'(z¢). Wtedy G'(x0)|x, jest
odwracalne i mozna zastosowaé twierdzenie o funkcjach uwiktanych do rownania
G(z) = 0; otrzymuje sie funkcje ¢ : X; — X taka, ze G(x; + ¢(z1)) = 0 dla
wszystkich z; € X;. Odwzorowanie ¢, o ktérym mowa w definicji powierzchni
okreslamy wzorem ¢(x) = (z1, G(x)).

Styczna Niech M bedzie podzbiorem przestrzeni wektorowej X. Krzywa w
M nazywamy odwzorowanie |a,b[> t — ~(t) € M. Zakladamy, ze v jest r6z-
niczkowalne oraz 0 €]a, b[. Interesuja nas krzywe takie, ze v(0) = xo.

Definicja 5 Wektorem stycznym do M w punkcie xo nazywamy ~'(0).
Twierdzenie 13 Niech G : X — Y | gdzie XY sq przestrzeniami wektoro-
wymi nad R odpowiednio n i m — wymiarowymi, przy czym n > m. Zaldzmy,

ze G jest odwzorowaniem rézniczkowalnym o pochodnych ciggtych. Niech

M:={zeX:G(x)=0}

50dpowiednio do tego powierzchnie M nazywamy raz, dwa itd. razy rézniczkowalng albo
gtadka, gdy ¢; sa dowolnie wiele razy rézniczkowalne.
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Zatozimy, ze xg € M jest punktem regularnym M. Wtedy
Tpy(M) :={v € X : G'(z)v =0}
jest zbiorem (wszystkich) wektorow stycznych do M.

T., (M) nazywamy przestrzenia styczna do M w punkcie xo.

Dowod. Najpierw pokazemy, ze kazdy wektor styczny w punkcie xg jest
elementem T,,(M). Rzeczywiscie, jesli v jest krzywa w M taka, ze y(t) € M
dla wszystkich ¢ oraz v(0) = xo. Wtedy G(y(t)) = 0; rézniczkujac to w punkcie
t =0 mamy G'(zg)v =0, czyli v € T, (M).

Jesli v € Ty, (M), to bierzemy krzywa <y opisana rownaniem | — €, €[> t
~(t) := tv 4+ ¢(tv), gdzie ¢ jest odwzorowaniem wystepujacym w dowodzie po-
przedniego twierdzenia. Z jego definicji wynika, ze y(t) € M, a z twierdzenia o
funkcjach uwiklanych mamy ¢’(0) = 0, wobec czego 7/(0) = v.

1.8.2 Ekstrema zwigzane

Problem jest nastepujacy: mamy dang funkcje f : X — R oraz powierzchnie
M zadana rownaniem G(x) = 0, gdzie G : X —» Y, dim X > dimY. Szukamy
lokalnych ekstremoéw funkcji f na M, czyli takich punktéw x¢g € M, w ktoérych
f ma najwieksza badz najmniejsza warto$¢ sposrod wartosci przyjmowanych w
punktach M lezacych w jakim§ otoczeniu xy.

Zakladamy w tej czesci, ze f i G sa odwzorowaniami rézniczkowalnymi tyle
razy ile bedzie potrzeba i pochodne ich sg ciagte.

Twierdzenie 14 (warunek konieczny) Jesli f ma lokalne ekstremum zwigzane
w o € M, to dla kazdego v € Ty, (M) zachodzi

vvf(xO) =0.

Dowdd. Jesli v = +/(0), gdzie v jest krzywa lezaca na M taka, ze v(0) = xo, to
funkcja ¢t — f(v(t)) ma w punkcie ¢ = 0 lokalne ekstremum, skad wynika, ze jej
pochodna zeruje sie w zerze, a to wladnie jest napisane jako teza twierdzenia.

Twierdzenie 15 (warunek konieczny jeszcze raz) Jesli f ma lokalne ekstremum
2wigzane w ro € M, a xg jest punktem regularnym M, to istnieje funkcjonat
liniowy A € Y' taki, ze

f'(zo) = Ao G (o).

A nazywa sie funkcjonatem Lagrange’a, a jego wspdtrzedne mmnoznikami La-
grange’a.

Dowod. Poniewaz xp jest punktem regularnym M, Przestrzen X jest sumag
prosta podprzestrzeni X = X; @ Xs, gdzie X7 = T, (M), a G'(zg) odwzo-
rowuje wzajemnie jednoznacznie X5 na Y. Wprowadzmy oznaczenie A :=
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(G'(z0)|x,)~ . Bierzemy dowolne x € X. x = v + vg, gdzie v € X1,v9 € Xo.
vg = Ay dla pewnego y € Y.

0 = V.f(zo) = f(zo)v,wiec f'(xo)x = f'(w0)v2 = f/(x0)Ay =
= ['(20)AG (zo)v2 = ['(20)AG" (x0)x

Mamy wiec teze dla A = f/(zq)A.

Twierdzenie 16 (warunek wystarczajacy) Jesli spetniony jest warunek konieczny
z poprzedniego twierdzenia oraz forma kwadratowa

f”(l‘o) — A o GH(xo)

jest dodatnio (ujemnie okreslona) na podprzestrzeni T,, (M), to f ma w xg
lokalne minimum (maksimum) zwigzane.

Dowoéd. Najpierw pewne nowe pojecie i lemat z nim zwigzany.

Definicja 6 Plaszczyzng styczng do M w punkcie reqularnym xg nezywamy
2bior Tpo (M) = 20 + Ty (M).

Lemat 1 Istnieje rozniczkowalne wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie ™ pew-
nego otoczenia xo w T, (M) na otoczenie xo w M takie, ze ||xo+v—m(xo+v)|| =

o([[v]])-

Dowdd lematu. Rownanie G(z) = 0 zapisujemy uzywajac rozkladu na sume
prosta X = T, (M) ® Xa: G(zo +v+2) =0, gdzie v € T, ;(M),z € Xo i
traktujemy jako réwnanie wyznaczajace y jako uwiktang funkcje v. Zalozenia
twierdzenia o funkcjach uwiklanych sa spetlnione w otoczeniu punktu v = 0 = y,
poniewaz G’ (xg)|., jest odwracalne. Wobec tego w pewnym otoczeniu punktu
v = 0 réwnanie to wyznacza odwzorowanie v — ¢(v) takie, ze G(zo + v +
¢(v)) = 0. Obliczamy ¢'(0): G'(zo)|r,, () + G'(20)|x,9'(0) = 0. Poniewaz
G'(xo)|r,, () = 0 mamy ¢'(0) = 0. Odwzorowanie 7 okreslamy wzorem (2o +
v) := 20+ v+ ¢(v). Poniewaz ¢'(0) = 0 mamy ¢(v) = o(]|v]|), co konczy dowod
lematu.

Powracamy do dowodu twierdzenia. Bierzemy punkt z € M lezacy w oto-
czeniu xg w M, o ktérym mowi lemat. Wtedy = = w(zo + v) dla pewnego
v € Ty, (M). Wzoér Taylora w otoczeniu xg dla funkcji f — Ao G:

f(@) = Ao G(z) = f(zo) — AG(x0) + [f'(x0) — AG' (w0))(z — o) +

+%[f”($o) — AG" (wo)](z — 20)? + o( || — o) =

= f(zo) + %[f”(fﬂo) — AG"(wo)](x — 0)® + o[J — o).

Na podstawie lematu wiemy, ze x = 7(xg + v), gdzie v € T, (M) oraz x — xo =
xo + v+ o(||[v]]). Wobec tego

[ (20) — AG" (w0))(x — 20)' = [f"(x0) — AG" (20)]0™® + o|[v]?),

a o(||v]|?) jest takze o(||z — zo||?), wiec postepujac dalej tak, jak w przypadku
zwyktych ekstreméw otrzymujemy teze twierdzenia.
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