Wyklady 10,...,20

1 Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

1.1 Wstep. Istnienie i jednoznaczno$é rozwigzan
1.1.1 Przyklady
1. Rozpad promieniotworczy

AN (t)

— " = —AN(t), N(to) = No.

Rozwigzanie: N(t) = Nye Nt—to),

[\

. Oscylator harmoniczny

3. Rownanie Schrodingera
ov h? 9%W
ith— = —
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Pierwsze dwa réwnania sg rownaniami rézniczkowymi zwyczajnymi — odpowied-
nio pierwszego i drugiego rzedu, trzecie jest réwnaniem rézniczkowym czastko-
wym.

Przyjrzyjmy sie troche doktadniej réwnaniu oscylatora harmonicznego. Sto-
sujac podstawienie £ = v sprowadzamy to réwnanie do ukltadu réwnan pierw-
szego stopnia:

T = v,
v = —wlzr, x(0) = x0,v(0) = vo.

Uogolnieniem tej sytuacji jest zagadnienie zwane zagadnieniem poczatko-
wym albo zagadnieniem Cauchy. Szukamy funkcji R 3 ¢ — (t) € X, gdzie X
jest przestrzenia wektorowa (bedziemy sie zajmowali tylko przestrzeniami skori-
czenie wymiarowymi) z iloczynem skalarnym, spetniajacej rownanie rozniczkowe
wraz 7z warunkami poczatkowymi:

d
ch = f(t,x), x(to) =0, gdzie f:RxX =X, o€ X.
Przyktady beda na wyktadzie. Catkujac stronami to réwnanie na odcinku [tg, ¢] i

uwzgledniajac warunek poczatkowy (zakladamy, ze f jest funkcja ciagta) otrzy-
mujemy:

o) = a0+ [ fls.a(s) s (1)



Zauwazmy, ze réwnanie (1) jest rownowazne calemu zagadnieniu Cauchy, czyli
rownaniu rézniczkowemu razem z warunkiem poczatkowym.

Do zbadania istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania tego réwnania zastosu-
jemy metode kolejnych przyblizeri. Polega ona na tym, ze funkcji y(-) przypisu-
jemy nowa funkcje wedlug wzoru po prawej stronie réwnania (1):

t
Fy)t) =zo+ [ f(s,y(s))ds.
to
Przy odpowiednich zatozeniach dotyczacych funkcji f i przedziatu, na ktérym
poszukuje sie rozwigzania okaze sie, ze F' jest odwzorowaniem zblizajacym.

Twierdzenie 1 Niech X bedzie skoriczenie wymiarowq przestrzeniq wektorowq
z iloczynem skalarnym, o f : R x X — X funkcjq ciggtqg. Jesli ponadto dla
wszystkich t €]ty — €,tg + €[ oraz z,x’ € K(xo,p) spelnione sq nastepujgce
warunki

1f(t,z)|| <M oraz

Arer|lf(t, z) — f(t,2")|| < L||x — 2'|| (warunek Lipschitza),
to istnieje takie T > 0, Ze w przedziale |tg — 7,19 + 7[ rdwnanie (1) ma doktadnie

jedno rozwigzanie.

Dowdd (metoda Picarda). Jako zbior, w ktérym dziata F bierzemy kule do-
mknietg o promieniu 7, ktorej srodkiem jest funkcja stala o wartosci xg w
przestrzeni funkcji ciagltych na odcinku [tog — 7,t9 + 7], przy czym r i 7 wy-
bierzemy poé7zniej. Rozwazamy wiec zbior A := {a(-) € C([to — 7,to + 7] :
SUDte(tg—rto+] |1 T(t) — To|| < 7} Z tego, co wiemy o zbieznosci jednostajnej
funkcji cigglych, A jest przestrzenia metryczna zupeing. Oczywiste jest, ze roz-
wigzanie rownania (1) to to samo, co punkt staly odwzorowania F. Musimy
sprawdzi¢ dwie rzeczy:

1. Czy F odwzorowuje A w A,
2. Czy F jest odwzorowaniem zblizajacym.
ad 1. Niech z(-) € A. Obliczamy

d(F(x(-)),20) = sup IIxo+/t f(s,2(s)) ds — wol| =

[t—to|<T

¢
= sup H/tf(s,x(s))ds—z(]HgMT

[t—to|<T

Jesli dobierzemy 7 tak, ze by M7t <r to F(z(-)) € A.

ad2. Niech z(+),2/(-) € A. Obliczamy

d(F(x(-),2'()) = sup || [ f(s,2(s)) = f(s,2"(s)) ds|| <

[t—to|<T  Jto



<7 swp [fals) — /()] < TLA(), ()
[s—to|<T
Jesli LT < 1, to odwzorowanie F' jest zblizajace. Zbierajac wszystkie warunki
nalozone na 7 czyli 7 < Inin{%7 7> €}, przy czym r < p mamy spetnione warunki
twierdzenia o odwzorowaniach zblizajacych, co konczy dowdd.

Uwagi. Metoda kolejnych przyblizeri zastosowana tutaj doskonale nadaje sie
do dowodu, natomiast nie bardzo nadaje sie do przyblizonego rozwigzywania
réwnan ze wzgledu na powolna zbiezno§é. Udowodnili§my jednak troche wiecej
niz samo twierdzenie, poniewaz mamy nie tylko istnienie przedziatu, w ktérym
rozwigzanie istnieje i jest jednoznaczne, ale tez oszacowanie od dotu dlugosci
tego przedziatu. Jesli na przyktad funkcja f bedzie ograniczona na R x X i be-
dzie spetiata warunek Lipschitza na calym tym zbiorze, to od razu uzyskamy
twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania globalnego, to znaczy okre-
§lonego na catym R.

1.1.2 Wybrane elementarne metody rozwiazywania réwnan réznicz-
kowych zwyczajnych

Rozdzielanie zmiennych W tej czesci 2(t) bedzie oznaczalo funkcje o war-
tosciach liczbowych. Mamy réwnanie

X~ f@)

Dzielimy stronami przez f(x)! i catkujemy (pamietajac, ze = jest funkcja t) po

t: /f(lx)‘j; dt:/g(t) di.

Wystepujaca po lewej stronie rownania catke obliczamy stosujac podstawienie,

skad mamy

dx /

— = [ g(t)dt.

7w~ )
Réwnania jednorodne Chodzi tutaj o réwnania typu

dx x

=)
Wprowadzamy nows funkcje szukang y = 7. Mamy = = ty, skad 2’ =y +ty/, a
po podstawieniu do réwnania mamy y + ty’ = f(y), wobec czego y' = W, a

w tym réwnaniu mozna rozdzieli¢ zmienne.

LCo zrobi¢ z punktami, w ktérych f(x) = 0? Nie wiadomo, kazdemu takiemu przypadkowi
trzeba sie przyglada¢ osobno.



Obnizanie rzedu réwnania
a) Gdy mamy na przyklad réwnanie drugiego rzedu typu " = f(2/,¢), to
wprowadzenie nowej funkcji szukanej y = 2’ daje rownanie pierwszego rzedu
/

b) Inny, w pewnym sensie ciekawszy przypadek to rownanie typu z” =
f(2',z) (prawa strona nie zalezy od t). Stopien réwnania mozna obnizy¢ wpro-
wadzajac nowa funkcje szukana ' = wu(z). Wtedy 2" = v/(x)z’ = vw'u. Po
podstawieniu do réwnania mamy u'u = f(u,x), co jest rownaniem pierwszego
rzedu. Zwréémy jednak uwage na to, ze po znalezieniu u(x) trzeba jeszcze
znalezé x(t), czyli rozwiaza¢ rownanie &' = u(z). Jest to jednak réwnanie o
zmiennych rozdzielonych.

1.2 Rownania rozniczkowe liniowe

Zajmujemy sie tutaj rOwnaniami, a wlasciwie uktadami réwnan rézniczkowych
nastepujacego typu:

d
=AWz +b(t),  a(to) = xo, (2)
gdzie A(t) € L(X), b(t) € X. Wida¢, ze jesli A(-) i b(+) sa funkcjami ciaglymi,

to zalozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznos$ci rozwigzania sa spelnione.
We wspétrzednych réwnanie to wyglada tak:

1 = an@®zi+--Famt)r, + bi(t)
Tn = ap)z1 4+ FapnB)x, +  bu(t)
Warunek poczatkowy: z1(to) = zo1, - .., zn(to) = Ton

Przyklad. Rownanie ttumionego oscylatora harmonicznego 7z zewnetrzna sitg,
wymuszajaca i = —w?r — vi + F(t) po podstawieniu v = & przybiera postaé
uktadu réwnar: )

& = v

v = —wlr—yv+ F(t)

1.2.1 Rozwiazanie ukladu rownai liniowych; najpierw uklady jed-
norodne

Do rozwiazania zagadnienia jednorodnego (bez b(t) po prawej stronie rownania)
(2) uzyjemy metody kolejnych przyblizen tak, jak stosowalismy ja do dowodu
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania. Catkujemy (2) stronami
od t(] do t:

z(t) = xo —|—/t A(s)z(s) ds



Jako zerowe przyblizenie bierzemy x((t) = xo. Podstawiajac do prawej strony
otrzymujemy pierwsze przyblizenie:

t
Il(t) = Xo +/ A(tl)l‘o dtl ;
to
i drugie:

to

{L‘Q(t) = X9 +/ A(tl)l'o dtq +/ A(tg)( A(tl)(EO dtl)dtg

to to to
po n krokach mamy

t t to
zp(t) =xo+ | A(t1)zodty +/ A(tg)( A(ty)zodty)dts + ...

° s / T

Otrzymujemy sumy czesciowe szeregu, ktory jest zbiezny poniewaz norma jego
n—tego wyrazu daje sie oszacowac:

tn t1 n
4

H/ / tn) .. A(tr)zo dty . .. dtyn|| < ||zo[C™,
tO tO to n:

gdzie C' = sup,cp, 4 |[A(s)]|, a prawa strona nieré6wnosci to wyrazy szeregu
bezwzglednie zbieznego.

Zauwazmy, ze iloczyn operatorow A(t,)...A(t;) ze wzgledu na kolejnosé
calek i ich granice zawiera warunek to < t; <--- < t,. Jedli operatory A(s) sa
miedzy soba przemienne to znaczy A(s)A(t) = A(t)A(s) dla dowolnych ¢, s, to
mozna otrzymany wzor uproscié

t 1 t t
x(t) = X9 + / A(t1>$0 dt1 + *' / / A(tg)A(tl)xo dt1dts + . ..
to

// / W) At)aodty . dby .

Jesli A(-) jest stale, to wzor upraszcza sie jeszcze bardziej, bo

t pt t
/ / A(tn)...A(tl)JJo dtl dtn = An(t—to)nxo,
t() t() t()

Czyli
x(t)(IJrA(tt0)+"‘+:b!An(tt0)n+--~)x0 (3)

Sume szeregu w nawiasie po prawej stronie oznaczamy przez eA(t=t)  Aby efek-

tywnie obliczy¢ te sume, zwrdécimy uwage na pewng wlasnosé funkcp wyktad-
. . . . . . A [e'e) i n

niczej operatora liniowego zdefiniowanej wzorem e = > A". Mianowicie

n=0 n!
na ogél nie jest spetniona réwnosé eAt8 = e4ef. Natomiast



Lemat 1 Jesli AB = BA, to 18 = e¢4eB,

Przechodzimy do obliczania sumy szeregu wystepujacego po prawej stronie row-
nania (3). Z algebry wiemy, ze X jest sumg prosta podprzestrzeni pierwiastko-
wych operatora A. Dokladniej: X = @®;X;, gdzie X; = Ker(4 — \;)™, a n; jest
krotnoscig wartosci wlasnej \;. Zgodnie z tym rozkltadem mamy zo = ), zo;,
gdzie x¢; € X;.

eAlt=t0) gy — 3™ eAlt—to)gy, = §° (e(Af)\J)(t7t0)+)\i1(t7t0)) Toi =

(t - to)n n

T(A_)\Z-) + .. | xoi
(4)

Suma szeregu w nawiasach kwadratowych rownania (4) w dziataniu na zg; sie
urywa, ostatecznie mamy wzor:

Z (eki(t—to) [I+ (t—to)(A— ;) + -+

%

(t —to)"
n!

z(t) =) (eki(t—to) [I +(t—to)(A=N)+---+ (A— Ai)"i—lb Los-

i
Przyktad. Rozwiazmy uktad réwnan

r = v

= —wr 2(0) =9, v(0)=vo.

A— 0 1

- o

Rownanie whasne: A2 + w? = 0, skad A\ = +iw. Wartoéci wlasne sg zespolone,
co nie przeszkadza, bo twierdzenie algebraiczne dotyczy przestrzeni nad cialem
C, a twierdzenie o istnieniu rozwigzania réwnania rézniczkowego méwi o ist-
nieniu i jednoznacznos$ci rozwigzania rzeczywistego. Jesli nie pomylimy sie w
rachunkach, rozwigzanie musi ostatecznie okaza¢ sie rzeczywiste. Podprzestrze-

nie pierwiastkowe:
1 1
Xiw =a |:'LW:| ) X—iw = b |:_Z(JJ:| .
Rozkladamy wektor opisujacy warunek poczatkowy na skladowe w podprze-
strzeniach pierwiastkowych:

=l o]

Stad a = W’;‘;IUO, b = =5—=¢. Poniewaz krotnosci obydwu wartosci wlasnych

2 _ iwt iwxo+vo —wt WTog—vy __ . Vo o
sg rowne 1, mamy x(t) = " #5000 J 7@ T = 14 cos wt + 2 sin wi.




1.2.2 Szczegdlny przypadek: jedno réwnanie liniowe wyzszego rzedu
o stalych wspélczynnikach

Jedno réwnanie liniowe rzedu n o stalych wspétczynnikach:
Y 4 an 1y o ary + agy = b(x)
Zamieniamy na uktad n réwnan pierwszego rzedu stosujac podstawienie

V=Y Yo=Y, oy Yo =y,

Otrzymujemy uktad réwnan:

Y1 0 1 0 0
Y 0
i ‘2 - 0 0 1 0 .\
dz : = .
Yn1 0 0 0 1 0
Un —ap —aq —a9 N —Qp—1 b(fE)

Zajmujemy sie na razie réwnaniem jednorodnym. Réwnanie charakterystyczne
macierzy tego ukladu ma postaé: \" + An 1 A"V 4+ -+ a3 X+ ap = 0. Niech
A; beda pierwiastkami tego réwnania o krotnosciach odpowiednio n;. Z ogoélnej
postaci rozwiazania uktadu réownan liniowych jednorodnych wynika, ze ogélnym
rozwigzaniem tego réwnania jest

y(x) = Z eN*PL _(z), gdzie P! _; to dowolne wielomiany stopnia n; — 1.
5

1.2.3 Roéwnania liniowe niejednorodne. Metoda uzmienniania sta-

lych
Zajmujemy sie tutaj uktadem réwnan

dzr

i A(t)x + b(t) z warunkiem poczatkowym xz(to) = zo. (5)

Rozwiazanie rownania jednorodnego & = A(t)x zalezy liniowo od warunku po-
czatkowego. Aby zaznaczy¢ ten rodzaj zaleznosci wprowadzamy oznaczenie
x(t) = R(t,t9)xg. Operator liniowy R(t,ty) nazywany rezolwentg ma naste-
pujace wlasnosci:

Lemat 2
1. R(t,s)R(s,p) = R(t,p),
2. R(t,t) =1,

5. RS _ ARt s).



Dowody poszczegélnych punktéw sa bardzo proste, wystarczy zrozumieé, o co
w tych punktach chodzi.

Przechodzimy teraz do rozwiazywania rownania niejednorodnego. Rozwiaza-
nia bedziemy poszukiwali w postaci z(t) = R(¢, %)z (t), gdzie z(t) jest nieznane.
Podstawiamy do réwnania (5):

L AW +b0) = L (Rt.00)2(0) = PE) ) 1 R & =
= A(t)R(t,to)z(t) + R(t, to)z(t) = A(t)x(t) + R(t,to)% ©)

Po skroceniu A(t)x(t) z rownania (6) pozostaje

dz

R(tﬂfo)g =

b(t),

skad
t

2(t) = z(to) + | R(to,s)b(s)ds.

to

Podstawiajac do wzoru na z(t) i uwzgledniajac fakt, ze z(tp) = ¢ mamy

z(t) = R(t,t9)z(t) = R(t,to)wo + R(t,t0) /t R(to, s)b(s) ds =

= R(t,t0)xo +/ R(t, s)b(s) ds.

to

1.2.4 Roéwnania liniowe niejednorodne c.d. Wronskian. Twierdzenie
Liouville’a

Niech R(t,t0) bedzie rezolwenta uktadu réownarn liniowych jednorodnych & = A(t)x.
Wrorniskianem tego uktadu nazywamy?

I/V(t7 to) = det R(t, to).
Twierdzenie 2 (Liouville’a)

AW (t,t0)
TO = TrA(t) W(t, to).

2Wroniskianem ukltadu funkcji f1,..., fn nazywa sie czasem wyznacznik macierzy, ktorej

. . " -1 . P s . .
kolejne wiersze sa rowne fi, f/,.. .,f,L.(n ). Takie cos jest wronskianem zwigzanym z jed-
nym réwnaniem rzedu n, co tatwo zauwazy¢ sprowadzajac takie réwnanie do uktadu réwnan
pierwszego rzedu.



Dow6d. Oznaczmy kolumny macierzy R(t,ty) przez ci,...,c,. Mamy

AW (t,to)  d

2 dci
o —adet(cl,...,cn):;det(cl,..wﬁ,...,cn):

= Zdet(cl, Rt t0)Chy e 0n) = Zdet(cl, chick, ceyCp) =
i=1 i=1 k=1
n
= Z ciidet(cy, ..., cn) = TrA(t) W(t,to).
i=1

Przyklad zastosowania. Jesli A(t) jest funkcja stala to mamy %W(t,()) =
TrAW (t,0), skad po uwzglednieniu warunku W(0,0) = 1 mamy W(¢,0) =

eTr4t, 7 drugiej strony W (t,0) = det e4*. Biorac t = 1 mamy M.



