
Wykªady 10,. . . ,20

1 Równania ró»niczkowe zwyczajne

1.1 Wst¦p. Istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za«

1.1.1 Przykªady

1. Rozpad promieniotwórczy

dN(t)

dt
= −λN(t), N(t0) = N0.

Rozwi¡zanie: N(t) = N0e
−λ(t−t0).

2. Oscylator harmoniczny

ẍ = −ω2x, x(0) = x0, ẋ(0) = v0.

3. Równanie Schrödingera

i~
∂Ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ VΨ

Pierwsze dwa równania s¡ równaniami ró»niczkowymi zwyczajnymi � odpowied-
nio pierwszego i drugiego rz¦du, trzecie jest równaniem ró»niczkowym cz¡stko-
wym.

Przyjrzyjmy si¦ troch¦ dokªadniej równaniu oscylatora harmonicznego. Sto-
suj¡c podstawienie ẋ = v sprowadzamy to równanie do ukªadu równa« pierw-
szego stopnia: {

ẋ = v,
v̇ = −ω2x, x(0) = x0, v(0) = v0.

Uogólnieniem tej sytuacji jest zagadnienie zwane zagadnieniem pocz¡tko-
wym albo zagadnieniem Cauchy. Szukamy funkcji R 3 t 7→ x(t) ∈ X, gdzie X
jest przestrzeni¡ wektorow¡ (b¦dziemy si¦ zajmowali tylko przestrzeniami sko«-
czenie wymiarowymi) z iloczynem skalarnym, speªniaj¡cej równanie ró»niczkowe
wraz z warunkami pocz¡tkowymi:

dx

dt
= f(t, x), x(t0) = x0, gdzie f : R×X → X, x0 ∈ X.

Przykªady b¦d¡ na wykªadzie. Caªkuj¡c stronami to równanie na odcinku [t0, t] i
uwzgl¦dniaj¡c warunek pocz¡tkowy (zakªadamy, »e f jest funkcja ci¡gª¡) otrzy-
mujemy:

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds. (1)
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Zauwa»my, »e równanie (1) jest równowa»ne caªemu zagadnieniu Cauchy, czyli
równaniu ró»niczkowemu razem z warunkiem pocz¡tkowym.

Do zbadania istnienia i jednoznaczno±ci rozwi¡zania tego równania zastosu-
jemy metod¦ kolejnych przybli»e«. Polega ona na tym, »e funkcji y(·) przypisu-
jemy now¡ funkcj¦ wedªug wzoru po prawej stronie równania (1):

F (y)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds.

Przy odpowiednich zaªo»eniach dotycz¡cych funkcji f i przedziaªu, na którym
poszukuje si¦ rozwi¡zania oka»e si¦, »e F jest odwzorowaniem zbli»aj¡cym.

Twierdzenie 1 Niech X b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡
z iloczynem skalarnym, a f : R × X → X funkcj¡ ci¡gª¡. Je±li ponadto dla
wszystkich t ∈]t0 − ε, t0 + ε[ oraz x, x′ ∈ K(x0, ρ) speªnione s¡ nast¦puj¡ce
warunki

||f(t, x)|| ≤M oraz

∃L∈R||f(t, x)− f(t, x′)|| ≤ L||x− x′|| (warunek Lipschitza),

to istnieje takie τ > 0, »e w przedziale ]t0− τ, t0 + τ [ równanie (1) ma dokªadnie
jedno rozwi¡zanie.

Dowód (metoda Picarda). Jako zbiór, w którym dziaªa F bierzemy kul¦ do-
mkni¦t¡ o promieniu r, której ±rodkiem jest funkcja staªa o warto±ci x0 w
przestrzeni funkcji ci¡gªych na odcinku [t0 − τ, t0 + τ ], przy czym r i τ wy-
bierzemy pó¹niej. Rozwa»amy wi¦c zbiór A := {x(·) ∈ C([t0 − τ, t0 + τ ] :
supt∈[t0−τ,t0+τ ] ||x(t) − x0|| ≤ r}. Z tego, co wiemy o zbie»no±ci jednostajnej
funkcji ci¡gªych, A jest przestrzeni¡ metryczna zupeªn¡. Oczywiste jest, »e roz-
wi¡zanie równania (1) to to samo, co punkt staªy odwzorowania F . Musimy
sprawdzi¢ dwie rzeczy:

1. Czy F odwzorowuje A w A,

2. Czy F jest odwzorowaniem zbli»aj¡cym.

ad 1. Niech x(·) ∈ A. Obliczamy

d(F (x(·)), x0) = sup
|t−t0|≤τ

||x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds− x0|| =

= sup
|t−t0|≤τ

||
∫ t

t0

f(s, x(s)) ds− x0|| ≤Mτ

Je±li dobierzemy τ tak, »e by Mτ ≤ r to F (x(·)) ∈ A.

ad2. Niech x(·), x′(·) ∈ A. Obliczamy

d(F (x(·), x′(·))) = sup
|t−t0|≤τ

||
∫ t

t0

f(s, x(s))− f(s, x′(s)) ds|| ≤
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≤ τ · sup
|s−t0|≤τ

||x(s)− x′(s)|| ≤ τLd(x(·), x′(·)).

Je±li Lτ < 1, to odwzorowanie F jest zbli»aj¡ce. Zbieraj¡c wszystkie warunki
naªo»one na τ czyli τ < min{ 1

L ,
r
M , ε}, przy czym r ≤ ρmamy speªnione warunki

twierdzenia o odwzorowaniach zbli»aj¡cych, co ko«czy dowód.

Uwagi. Metoda kolejnych przybli»e« zastosowana tutaj doskonale nadaje si¦
do dowodu, natomiast nie bardzo nadaje si¦ do przybli»onego rozwi¡zywania
równa« ze wzgl¦du na powoln¡ zbie»no±¢. Udowodnili±my jednak troch¦ wi¦cej
ni» samo twierdzenie, poniewa» mamy nie tylko istnienie przedziaªu, w którym
rozwi¡zanie istnieje i jest jednoznaczne, ale te» oszacowanie od doªu dªugo±ci
tego przedziaªu. Je±li na przykªad funkcja f b¦dzie ograniczona na R×X i b¦-
dzie speªniaªa warunek Lipschitza na caªym tym zbiorze, to od razu uzyskamy
twierdzenie o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania globalnego, to znaczy okre-
±lonego na caªym R.

1.1.2 Wybrane elementarne metody rozwi¡zywania równa« ró»nicz-

kowych zwyczajnych

Rozdzielanie zmiennych W tej cz¦±ci x(t) b¦dzie oznaczaªo funkcje o war-
to±ciach liczbowych. Mamy równanie

dx

dt
= f(x)g(t).

Dzielimy stronami przez f(x)1 i caªkujemy (pami¦taj¡c, »e x jest funkcj¡ t) po
t: ∫

1

f(x)

dx

dt
dt =

∫
g(t) dt.

Wyst¦puj¡c¡ po lewej stronie równania caªk¦ obliczamy stosuj¡c podstawienie,
sk¡d mamy ∫

dx

f(x)
=

∫
g(t) dt.

Równania jednorodne Chodzi tutaj o równania typu

dx

dt
= f

(x
t

)
.

Wprowadzamy now¡ funkcje szukan¡ y = x
t . Mamy x = ty, sk¡d x′ = y+ ty′, a

po podstawieniu do równania mamy y+ ty′ = f(y), wobec czego y′ = f(y)−y
t , a

w tym równaniu mo»na rozdzieli¢ zmienne.

1Co zrobi¢ z punktami, w których f(x) = 0? Nie wiadomo, ka»demu takiemu przypadkowi

trzeba si¦ przygl¡da¢ osobno.
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Obni»anie rz¦du równania

a) Gdy mamy na przykªad równanie drugiego rz¦du typu x′′ = f(x′, t), to
wprowadzenie nowej funkcji szukanej y = x′ daje równanie pierwszego rz¦du
y′ = f(y, t).

b) Inny, w pewnym sensie ciekawszy przypadek to równanie typu x′′ =
f(x′, x) (prawa strona nie zale»y od t). Stopie« równania mo»na obni»y¢ wpro-
wadzaj¡c now¡ funkcj¦ szukan¡ x′ = u(x). Wtedy x′′ = u′(x)x′ = u′u. Po
podstawieniu do równania mamy u′u = f(u, x), co jest równaniem pierwszego
rz¦du. Zwró¢my jednak uwag¦ na to, »e po znalezieniu u(x) trzeba jeszcze
znale¹¢ x(t), czyli rozwi¡za¢ równanie x′ = u(x). Jest to jednak równanie o
zmiennych rozdzielonych.

1.2 Równania ró»niczkowe liniowe

Zajmujemy si¦ tutaj równaniami, a wªa±ciwie ukªadami równa« ró»niczkowych
nast¦puj¡cego typu:

dx

dt
= A(t)x+ b(t), x(t0) = x0, (2)

gdzie A(t) ∈ L(X), b(t) ∈ X. Wida¢, »e je±li A(·) i b(·) s¡ funkcjami ci¡gªymi,
to zaªo»enia twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania s¡ speªnione.
We wspóªrz¦dnych równanie to wygl¡da tak:

ẋ1 = a11(t)x1 + · · ·+ a1n(t)xn + b1(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = an1(t)x1 + · · ·+ ann(t)xn + bn(t)

Warunek pocz¡tkowy: x1(t0) = x01, . . . , xn(t0) = x0n.

Przykªad. Równanie tªumionego oscylatora harmonicznego z zewn¦trzna siª¡
wymuszaj¡c¡ ẍ = −ω2x − γẋ + F (t) po podstawieniu v = ẋ przybiera posta¢
ukªadu równa«:

ẋ = v
v̇ = −ω2x− γv + F (t)

1.2.1 Rozwi¡zanie ukªadu równa« liniowych; najpierw ukªady jed-

norodne

Do rozwi¡zania zagadnienia jednorodnego (bez b(t) po prawej stronie równania)
(2) u»yjemy metody kolejnych przybli»e« tak, jak stosowali±my j¡ do dowodu
twierdzenia o istnieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania. Caªkujemy (2) stronami
od t0 do t:

x(t) = x0 +

∫ t

t0

A(s)x(s) ds
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Jako zerowe przybli»enie bierzemy x0(t) ≡ x0. Podstawiaj¡c do prawej strony
otrzymujemy pierwsze przybli»enie:

x1(t) = x0 +

∫ t

t0

A(t1)x0 dt1 ,

i drugie:

x2(t) = x0 +

∫ t

t0

A(t1)x0 dt1 +

∫ t

t0

A(t2)
(∫ t2

t0

A(t1)x0 dt1
)
dt2

po n krokach mamy

xn(t) = x0 +

∫ t

t0

A(t1)x0 dt1 +

∫ t

t0

A(t2)
(∫ t2

t0

A(t1)x0 dt1
)
dt2 + . . .

+

∫ t

t0

∫ tn

t0

. . .

∫ t1

t0

A(tn) . . . A(t1)x0 dt1 . . . dtn

Otrzymujemy sumy cz¦±ciowe szeregu, który jest zbie»ny poniewa» norma jego
n−tego wyrazu daje si¦ oszacowa¢:

||
∫ t

t0

∫ tn

t0

. . .

∫ t1

t0

A(tn) . . . A(t1)x0 dt1 . . . dtn|| ≤ ||x0||
tn

n!
Cn,

gdzie C = sups∈[t0,t] ||A(s)||, a prawa strona nierówno±ci to wyrazy szeregu
bezwzgl¦dnie zbie»nego.

Zauwa»my, »e iloczyn operatorów A(tn) . . . A(t1) ze wzgl¦du na kolejno±¢
caªek i ich granice zawiera warunek t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn. Je±li operatory A(s) s¡
mi¦dzy sob¡ przemienne to znaczy A(s)A(t) = A(t)A(s) dla dowolnych t, s, to
mo»na otrzymany wzór upro±ci¢

x(t) = x0 +

∫ t

t0

A(t1)x0 dt1 +
1

2!

∫ t

t0

∫ t

t0

A(t2)A(t1)x0 dt1dt2 + . . .

+
1

n!

∫ t

t0

∫ t

t0

. . .

∫ t

t0

A(tn) . . . A(t1)x0 dt1 . . . dtn + . . .

Je±li A(·) jest staªe, to wzór upraszcza si¦ jeszcze bardziej, bo∫ t

t0

∫ t

t0

. . .

∫ t

t0

A(tn) . . . A(t1)x0 dt1 . . . dtn = An(t− t0)nx0,

Czyli

x(t) =

(
I +A(t− t0) + · · ·+ 1

n!
An(t− t0)n + . . .

)
x0 (3)

Sum¦ szeregu w nawiasie po prawej stronie oznaczamy przez eA(t−t0). Aby efek-
tywnie obliczy¢ t¦ sum¦, zwrócimy uwag¦ na pewn¡ wªasno±¢ funkcji wykªad-
niczej operatora liniowego zde�niowanej wzorem eA =

∑∞
n=0

1
n!A

n. Mianowicie
na ogól nie jest speªniona równo±¢ eA+B = eAeB . Natomiast
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Lemat 1 Je±li AB = BA, to eA+B = eAeB.

Przechodzimy do obliczania sumy szeregu wyst¦puj¡cego po prawej stronie rów-
nania (3). Z algebry wiemy, »e X jest sum¡ prost¡ podprzestrzeni pierwiastko-
wych operatora A. Dokªadniej: X = ⊕iXi, gdzie Xi = Ker(A− λi)ni , a ni jest
krotno±ci¡ warto±ci wªasnej λi. Zgodnie z tym rozkªadem mamy x0 =

∑
i x0i,

gdzie x0i ∈ Xi.

eA(t−t0)x0 =
∑
i

eA(t−t0)x0i =
∑
i

(
e(A−λiI)(t−t0)+λiI(t−t0)

)
x0i =

∑
i

(
eλi(t−t0)

[
I + (t− t0)(A− λi) + · · ·+ (t− t0)n

n!
(A− λi)n + . . .

])
x0i

(4)

Suma szeregu w nawiasach kwadratowych równania (4) w dziaªaniu na x0i si¦
urywa, ostatecznie mamy wzór:

x(t) =
∑
i

(
eλi(t−t0)

[
I + (t− t0)(A− λi) + · · ·+ (t− t0)n

n!
(A− λi)ni−1

])
x0i.

Przykªad. Rozwi¡»my ukªad równa«

ẋ = v

v̇ = −ω2x x(0) = x0, v(0) = v0.

A =

[
0 1
−ω2 0

]
Równanie wªasne: λ2 + ω2 = 0, sk¡d λ = ±iω. Warto±ci wªasne s¡ zespolone,
co nie przeszkadza, bo twierdzenie algebraiczne dotyczy przestrzeni nad ciaªem
C, a twierdzenie o istnieniu rozwi¡zania równania ró»niczkowego mówi o ist-
nieniu i jednoznaczno±ci rozwi¡zania rzeczywistego. Je±li nie pomylimy si¦ w
rachunkach, rozwi¡zanie musi ostatecznie okaza¢ si¦ rzeczywiste. Podprzestrze-
nie pierwiastkowe:

Xiω = a

[
1
iω

]
, X−iω = b

[
1
−iω

]
.

Rozkªadamy wektor opisuj¡cy warunek pocz¡tkowy na skªadowe w podprze-
strzeniach pierwiastkowych:[

x0
v0

]
= a

[
1
iω

]
+ b

[
1
−iω

]
,

St¡d a = iωx0+v0
2iω , b = iωx0−v0

2iω . Poniewa» krotno±ci obydwu warto±ci wªasnych

s¡ równe 1, mamy x(t) = eiωt iωx0+v0
2iω + e−ωt iωx0−v0

2iω = x0 cosωt+ v0
ω sinωt.
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1.2.2 Szczególny przypadek: jedno równanie liniowe wy»szego rz¦du

o staªych wspóªczynnikach

Jedno równanie liniowe rz¦du n o staªych wspóªczynnikach:

y(n) + an−1y
(n−1) + · · ·+ a1y

′ + a0y = b(x)

Zamieniamy na ukªad n równa« pierwszego rz¦du stosuj¡c podstawienie

y1 = y, y2 = y′, . . . , yn = y(n−1).

Otrzymujemy ukªad równa«:

d

dx


y1
y2
...

yn−1
yn

 =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
−a0 −a1 −a2 . . . −an−1

+


0
0
...
0
b(x)


Zajmujemy si¦ na razie równaniem jednorodnym. Równanie charakterystyczne
macierzy tego ukªadu ma posta¢: λn + an−1λ

n−1 + · · · + a1λ + a0 = 0. Niech
λi b¦d¡ pierwiastkami tego równania o krotno±ciach odpowiednio ni. Z ogólnej
postaci rozwi¡zania ukªadu równa« liniowych jednorodnych wynika, »e ogólnym
rozwi¡zaniem tego równania jest

y(x) =
∑
i

eλixP ini−1(x), gdzie P ini−1 to dowolne wielomiany stopnia ni − 1.

1.2.3 Równania liniowe niejednorodne. Metoda uzmienniania sta-

ªych

Zajmujemy si¦ tutaj ukªadem równa«

dx

dt
= A(t)x+ b(t) z warunkiem pocz¡tkowym x(t0) = x0. (5)

Rozwi¡zanie równania jednorodnego ẋ = A(t)x zale»y liniowo od warunku po-
cz¡tkowego. Aby zaznaczy¢ ten rodzaj zale»no±ci wprowadzamy oznaczenie
x(t) = R(t, t0)x0. Operator liniowy R(t, t0) nazywany rezolwent¡ ma nast¦-
puj¡ce wªasno±ci:

Lemat 2

1. R(t, s)R(s, p) = R(t, p),

2. R(t, t) = I,

3. dR(t,s)
dt = A(t)R(t, s).
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Dowody poszczególnych punktów s¡ bardzo proste, wystarczy zrozumie¢, o co
w tych punktach chodzi.

Przechodzimy teraz do rozwi¡zywania równania niejednorodnego. Rozwi¡za-
nia b¦dziemy poszukiwali w postaci x(t) = R(t, t0)z(t), gdzie z(t) jest nieznane.
Podstawiamy do równania (5):

dx

dt
= A(t)x(t) + b(t) =

d

dt

(
R(t, t0)z(t)

)
=
dR(t, t0)

dt
z(t) +R(t, t0)

dz

dt
=

= A(t)R(t, t0)z(t) +R(t, t0)z(t) = A(t)x(t) +R(t, t0)
dz

dt
(6)

Po skróceniu A(t)x(t) z równania (6) pozostaje

R(t, t0)
dz

dt
= b(t),

sk¡d

z(t) = z(t0) +

∫ t

t0

R(t0, s)b(s) ds.

Podstawiaj¡c do wzoru na x(t) i uwzgl¦dniaj¡c fakt, »e z(t0) = x0 mamy

x(t) = R(t, t0)z(t) = R(t, t0)x0 +R(t, t0)

∫ t

t0

R(t0, s)b(s) ds =

= R(t, t0)x0 +

∫ t

t0

R(t, s)b(s) ds.

1.2.4 Równania liniowe niejednorodne c.d. Wro«skian. Twierdzenie

Liouville'a

NiechR(t, t0) b¦dzie rezolwent¡ ukªadu równa« liniowych jednorodnych ẋ = A(t)x.
Wro«skianem tego ukªadu nazywamy2

W (t, t0) := detR(t, t0).

Twierdzenie 2 (Liouville'a)

dW (t, t0)

dt
= TrA(t)W (t, t0).

2Wro«skianem ukªadu funkcji f1, . . . , fn nazywa si¦ czasem wyznacznik macierzy, której

kolejne wiersze s¡ równe fi, f
′
i , . . . , f

(n−1)
i . Takie co± jest wro«skianem zwi¡zanym z jed-

nym równaniem rz¦du n, co ªatwo zauwa»y¢ sprowadzaj¡c takie równanie do ukªadu równa«

pierwszego rz¦du.
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Dowód. Oznaczmy kolumny macierzy R(t, t0) przez c1, . . . , cn. Mamy

dW (t, t0)

dt
=

d

dt
det(c1, . . . , cn) =

n∑
i=1

det(c1, . . . ,
dci
dt
, . . . , cn) =

=

n∑
i=1

det(c1, . . . , R(t, t0)ci, . . . , cn) =

n∑
i=1

det(c1,

n∑
k=1

ckick, . . . , cn) =

=

n∑
i=1

cii det(c1, . . . , cn) = TrA(t)W (t, t0).

Przykªad zastosowania. Je±li A(t) jest funkcj¡ staª¡ to mamy d
dtW (t, 0) =

TrAW (t, 0), sk¡d po uwzgl¦dnieniu warunku W (0, 0) = 1 mamy W (t, 0) =

eTrAt. Z drugiej strony W (t, 0) = det eAt. Bior¡c t = 1 mamy det eA = eTrA .
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