2 Zadania

2.1 Warunki Cauchy’ego-Riemanna itd.

1. Dla nastepujacych funkcji wypisaé ich czesci rzeczywiste 1 urojone. Spraw-
dzi¢, czy nastepujace funkcje spetniaja w calej ptaszczyznie rownania
Cauchy’ego-Riemanna. Sprawdzi¢ tez, czy czesci rzeczywiste 1 urojone
spetniaja rownanie Laplace’a.

(a) f=2%

(b) f = (Rez)z?%
(c) f =€

(d) f = zRez;
(e) f=13;

(f) f= z2l+1

2. Sprawdzi¢, czy nastepujace funkcje sa harmoniczne. Jedli tak, to zna-
lez¢ funkcje harmonicznie sprzezona do danej, oraz wynik zapisaé jako
funkch samego Z.

(a) 2 — y* + 4ay;
(b) st
)
) @

a

5,

(c 3+6x y — 3zy? — 2u3;
@) Zes
(e) e*(xcosy — ysiny).

3. Obliczy¢ catke [, Rezdz dla:
(a) v =10,2 + 2i];

(b) 7 jest okregiem o §rodku w 0 i promieniu 1.

4. Obliczy¢ catke: [, |z — 1||dz|, gdzie v — okrag o §rodku w 0 i promieniu
1.

5. Obliczy¢ calke [, |z|dz, jezeli:

(a) 7= [_iai];
(b) 7 jest lewym polokregiem tacézacym punkt —i z punktem i,
(c) v jest prawym potokregiem taczacym punkt —i z punktem ¢
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6.

10.

11.

Okrag o srodku w punkcie p i promieniu r bedziemy oznacza¢ C'(p, ).

Obliczy¢ catke [, 1Jr%dz, jezeli:
(a) 7= C(0, ):

(b) Y= 0(07 2)7
(C> Y= 0(27 1)a
(d) y=0C(=i 1)

Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki proste.

Obliczy¢ catke

/ e” cos z ds
v (1+ 2?)sinz

gdzie v = C(241,/2). Wsk. Skorzystaé z wzoru catkowego Cauchy’ego.

. Obliczy¢ catke

z
/7z4—1dz

gdzie v = C(a,a), a > 1. Wsk. Roztozy¢ funkcje podcatkowa na utamki
proste i korzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego.

. Obliczy¢ catke

[ =
v 2% + a?
gdzie v = C(0,2a), a > 0. Wsk. jw.

dz

Obliczy¢ catke

z

faa=ap®

gdzie:
(a> Y= 0(07 %);
(b) v=C(1,3).

Wsk. Skorzysta¢ z wzoru catkowego Cauchy’ego dla drugiej pochodne;j
funkcji holomorficzne;.

Dla podanych nizej funkcji znalezé cztery poczatkowe rézne od zera
wspotezynniki rozwiniecia w szereg Taylora wokot z = 0, oraz podac
promien zbieznosci R odpowiedniego szeregu Taylora:

(a) exp 177;
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(b) sin *;
(¢) cos? z;

(d) colsz'
1

12. Rozwinaé funkcje Ty W szereg Laurenta wokot zp = 0 dla:

(a) |2 <1;
(b) 1 < |z| < 2;
(c) |z] > 2.

13. Rozwinaé funkcje Wl(zz’%) w szereg Laurenta wokot zy = 0 dla:

(a) 2] <1;
(b) 1 < |z| < 2;
(c) |2] > 2.

14. Znalez¢ residua funkcji:

(a) 2+2+2 w punktach 0,1, —1;

ZEx
(b) w punktach 0, 1;
(¢) 15 W punktach 1,—1,4, —i;
(d) 22_7:;22 (a # 0) w punktach ai, —ai; Odp. =" (am~+1) w punkcie
ai

mzz

22+a2

(
f) (23 — 2°)~! w punktach osobliwych;

(e
(

) (a # 0) w punktach ai, —ai;
)
(g) Ctg z w punktach osobliwych;
(h)
) @
) @

h
(i
(j

sin 35 w punktach osobliwych;

i 7 punkcie ¢;

T W punkcie —1.

2.2 Calki trygonometryczne

15. Wykazac, ze przy 0 < b < a zachodzi:

or  sin® 6d6 27r
2 _p2).
/0 a + bcos 0 12 pla—va )

39



16. Wykazac, ze przy |a| < 1

T

/27r cos? 36d6  l—a+ a?
0 1+a2—2acos20 1—a

17. Wykazac, ze dla |a| < 1
/27T dé . 21
0 (1+acosh)? /1_ g2

2.3 Calki z funkcji wymiernych
18. Wykazac, ze

~  x’dx 7
(a) /0 (22 +a2)® 1643 (> 0);
m(a + 2b)

00 dx

) [ (a2 + a?) (22 + b2 2ab*(a + b)?’
00 2%dz 3\/§7T

© Jy T

a,b > 0;

= > 0.
at + z4)? 160~

2.4 Calki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

19. Wykazac, ze

—a

~ cosxdr e

()/0 :c2+a2: 2a (a > 0);
oo xsinxdzx e ¢

() [ ey e @0

—a e—b

(c) /oo cos xdx o e’
0 (224 a) (22 +02) bB2—a?\ a b

) (@ #b,a,b > 0);

= (@ > 0); Uwaga. wynik

o coszdr Te~(a® 4 3a + 3)
(d) /_OO (22 + a2)3 923 45
sprawdzony dla a = 1 only

2.5 Calki z funkcji wieloznacznych

Terminologia: Konturem ODS? bedziemy nazywac figure, ztozona z dwoch
potokregéw o promieniach r oraz R (R > r), o srodkach w 0 i lezacych

2Geneza nazwy ODS bytla na wykladzie
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

w gornej polplaszezyinie, oraz odcinkow [—R, —r| i [r, R], lezacych na
08l rzeczywistej.

Calkujac funkcje f(2) = (Logz)?(2%+ a?)~! po konturze ODS wykazad,
ze przy a > 0

oo (log x)? T ~ logx
/0 x2+a2dx 8a( + 4(log a)?), /0 :U2+a2d %loga

Wykazaé¢ w podobny sposob, ze

/oo log x dx——z
0 (14222 4

Calkujac po "dziurce od klucza" funkcje: exp(aLogz(z?+1) 2 wykazad,
zedla -1 <a <3

o zxdr (1 —a)
/0 ( -

w2 +1)2  4cos’y

Skad sie bierze powyzszy warunek na a?
Calkujac funkcje %j:iﬁ wzdtuz brzegu obszaru {z : r < |z| < R} N {z:
0 <argz < §} wykazac, ze

/oo log x . /oo x? log:p o
0 14at 8\/_ 1+ x4 C8V2
Wykazac, ze

log _3 _ 3 37
= 2732 5/2( 1 —1—) :
/0 NGt 2)2d:1: a 5 oga 1) a>0

Wykazac, ze

oo log(1 2
[elBlt ) g riog2.
0 1+ x2
Wsk. Calkowaé funkcje Lolgf;i) po brzegu gornego potkola K (0, R).
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