
2 Zadania

2.1 Warunki Cauchy'ego-Riemanna itd.

1. Dla nast¦puj¡cych funkcji wypisa¢ ich cz¦±ci rzeczywiste i urojone. Spraw-
dzi¢, czy nast¦puj¡ce funkcje speªniaj¡ w caªej pªaszczy¹nie równania
Cauchy'ego�Riemanna. Sprawdzi¢ te», czy cz¦±ci rzeczywiste i urojone
speªniaj¡ równanie Laplace'a.

(a) f = z3;

(b) f = (Rez)z2;

(c) f = eiz
2
;

(d) f = z̄Rez;

(e) f = 1
z ;

(f) f = 1
z2+1 .

2. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce funkcje s¡ harmoniczne. Je±li tak, to zna-
le¹¢ funkcj¦ harmonicznie sprz¦»on¡ do danej, oraz wynik zapisa¢ jako
funkcj¦ samego z.

(a) x2 − y2 + 4xy;

(b) x
x2+y2 ;

(c) x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3;

(d) x2−y2
(x2+y2)2 ;

(e) ex(x cos y − y sin y).

3. Obliczy¢ caªk¦
∫
γ Rezdz dla:

(a) γ = [0, 2 + 2i];

(b) γ jest okr¦giem o ±rodku w 0 i promieniu 1.

4. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ |z − 1||dz|, gdzie γ � okr¡g o ±rodku w 0 i promieniu

1.

5. Obliczy¢ caªk¦
∫
γ |z|dz, je»eli:

(a) γ = [−i, i];
(b) γ jest lewym póªokr¦giem ªa¢z¡cym punkt −i z punktem i,

(c) γ jest prawym póªokr¦giem ªa¢z¡cym punkt −i z punktem i
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6. Okr¡g o ±rodku w punkcie p i promieniu r b¦dziemy oznacza¢ C(p, r).

Obliczy¢ caªk¦
∫
γ

1
1+z2dz, je»eli:

(a) γ = C(0, 1
2);

(b) γ = C(0, 2);

(c) γ = C(i, 1);

(d) γ = C(−i, 1).

Wsk. Rozªo»y¢ funkcj¦ podcaªkow¡ na uªamki proste.

7. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez cos z
(1 + z2) sin z

dz

gdzie γ = C(2+i,
√

2).Wsk. Skorzysta¢ z wzoru caªkowego Cauchy'ego.

8. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

z

z4 − 1
dz

gdzie γ = C(a, a), a > 1. Wsk. Rozªo»y¢ funkcj¦ podcaªkow¡ na uªamki
proste i korzysta¢ z wzoru caªkowego Cauchy'ego.

9. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez

z2 + a2dz

gdzie γ = C(0, 2a), a > 0. Wsk. jw.

10. Obliczy¢ caªk¦ ∫
γ

ez

z(1− z)3dz

gdzie:

(a) γ = C(0, 1
2),

(b) γ = C(1, 1
2).

Wsk. Skorzysta¢ z wzoru caªkowego Cauchy'ego dla drugiej pochodnej
funkcji holomor�cznej.

11. Dla podanych ni»ej funkcji znale¹¢ cztery pocz¡tkowe ró»ne od zera
wspóªczynniki rozwini¦cia w szereg Taylora wokóª z = 0, oraz poda¢
promie« zbie»no±ci R odpowiedniego szeregu Taylora:

(a) exp z
1−z ;
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(b) sin z
1−z ;

(c) cos2 z;

(d) 1
cos z .

12. Rozwin¡¢ funkcj¦ 1
(z−1)(z−2) w szereg Laurenta wokóª z0 = 0 dla:

(a) |z| < 1;

(b) 1 < |z| < 2;

(c) |z| > 2.

13. Rozwin¡¢ funkcj¦ 1
(z2+1)(z2+4) w szereg Laurenta wokóª z0 = 0 dla:

(a) |z| < 1;

(b) 1 < |z| < 2;

(c) |z| > 2.

14. Znale¹¢ residua funkcji:

(a) z3+z2+2
z(z2−1) w punktach 0, 1,−1;

(b) ez
2

z2(z−1) w punktach 0, 1;

(c) eez

1−z4 w punktach 1,−1, i,−i;

(d) emiz

(z2+a2)2 (a 6= 0) w punktach ai,−ai;Odp. −ie−am4a3 (am+1) w punkcie
ai

(e) emiz

(z2+a2)3 (a 6= 0) w punktach ai,−ai;

(f) (z3 − z5)−1 w punktach osobliwych;

(g) ctg3z w punktach osobliwych;

(h) sin z
z+1 w punktach osobliwych;

(i) 1
(1+z2)4 z punkcie i;

(j) z6

(1+z)3 w punkcie −1.

2.2 Caªki trygonometryczne

15. Wykaza¢, »e przy 0 < b < a zachodzi:

∫ 2π

0

sin2 θdθ
a+ b cos θ

=
2π
b2 (a−

√
a2 − b2).
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16. Wykaza¢, »e przy |a| < 1
∫ 2π

0

cos2 3θdθ
1 + a2 − 2a cos 2θ

= π
1− a+ a2

1− a

17. Wykaza¢, »e dla |a| < 1∫ 2π

0

dθ
(1 + a cos θ)2 =

2π
√

1− a23

2.3 Caªki z funkcji wymiernych

18. Wykaza¢, »e

(a)
∫ ∞

0

x2dx
(x2 + a2)3 =

π

16a3 (a > 0);

(b)
∫ ∞
−∞

dx
(x2 + a2)(x2 + b2)2 =

π(a+ 2b)
2ab3(a+ b)2 , a, b > 0;

(c)
∫ ∞

0

x6dx
(a4 + x4)2 =

3
√

2π
16a

, a > 0.

2.4 Caªki z funkcji wymiernych razy f. trygonometryczne

19. Wykaza¢, »e

(a)
∫ ∞

0

cosxdx
x2 + a2 =

πe−a

2a
(a > 0);

(b)
∫ ∞

0

x sinxdx
(x2 + a2)2 =

πe−a

4a
(a > 0);

(c)
∫ ∞

0

cosxdx
(x2 + a2)(x2 + b2)

=
π

b2 − a2

e−a
a
− e−b

b

 (a 6= b, a, b > 0);

(d)
∫ ∞
−∞

cosxdx
(x2 + a2)3 =

πe−a(a2 + 3a+ 3)
23a5 (a > 0); Uwaga. wynik

sprawdzony dla a = 1 only

2.5 Caªki z funkcji wieloznacznych

Terminologia:Konturem ODS2 b¦dziemy nazywa¢ �gur¦, zªo»on¡ z dwóch
póªokr¦gów o promieniach r oraz R (R > r), o ±rodkach w 0 i le»¡cych

2Geneza nazwy ODS byªa na wykªadzie
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w górnej póªpªaszczy¹nie, oraz odcinków [−R,−r] i [r, R], le»¡cych na
osi rzeczywistej.

20. Caªkuj¡c funkcj¦ f(z) = (Logz)2(z2 +a2)−1 po konturze ODS wykaza¢,
»e przy a > 0

∫ ∞
0

(log x)2

x2 + a2 dx =
π

8a
(π2 + 4(log a)2),

∫ ∞
0

log x
x2 + a2dx =

π

2a
log a.

21. Wykaza¢ w podobny sposób, »e

∫ ∞
0

log x
(1 + x2)2dx = −π

4
.

22. Caªkuj¡c po "dziurce od klucza" funkcj¦: exp(aLogz(z2 +1)−2 wykaza¢,
»e dla −1 < a < 3

∫ ∞
0

xadx
(x2 + 1)2 =

π(1− a)
4 cos πa

2

.

Sk¡d si¦ bierze powy»szy warunek na a?

23. Caªkuj¡c funkcj¦ Logz
1+z2 wzdªu» brzegu obszaru {z : r < |z| < R} ∩ {z :

0 ¬ arg z ¬ π
4} wykaza¢, »e

∫ ∞
0

log x
1 + x4dx = − π2

8
√

2
,

∫ ∞
0

x2 log x
1 + x4 dx =

π2

8
√

2
.

24. Wykaza¢, »e

∫ ∞
0

log x√
x(x2 + a2)2dx = 2−3/2πa−5/2

(3
2

log a− 1− 3π
4

)
, a > 0.

25. Wykaza¢, »e ∫ ∞
0

log(1 + x2)
1 + x2 dx = π log 2.

Wsk. Caªkowa¢ funkcj¦ Log(z+i)
1+z2 po brzegu górnego póªkola K(0, R).
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