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Zadanie 1

Niech dane będą operatory A oraz B z dziedzinami odpowiednio DA i DB takimi, że UDA = DB
oraz UAU−1x = Bx dla każdego x ∈ DB i pewnego operatora unitarnego U . Pokazać, że jeśli A
jest samosprzężony, to również B jest samosprzężony.

Zadanie 2

(zadanie ź gwiazdką”) Pokazać, że operator

Af = −i d
dx
f, DA = {f ∈ C1[0, 2π]|f(0) = f(2π)}

jest istotnie samosprzężony.

Zadanie 3

Rozwiązać równanie falowe
utt = c2uxx, 0 < x < 1, t > 0

z warunkami u(0, t) = u(1, t) = 0 dla t > 0, u(x, 0) = x(1− x) dla 0 < x < 1 oraz ut(x, 0) = 0 dla
0 < x < 1.

Zadanie 4

Rozwiązać jednorodne równanie falowe na prostej rzeczywistej R z warunkami u(x, 0) = sin x oraz
ut(x, 0) = x2.

Zadanie 5

Rozwiązać równanie falowe

utt − c2uxx = xet, x ∈ R, t > 0

z warunkami u(x, 0) = sinx oraz ut(x, 0) = 0.
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Zadanie 6

Rozwiązać równanie przewodnictwa ciepła

ut = c2uxx, 0 ¬ x ¬ L,

z warunkami u(0, t) = u(L, t) = 0 dla każdego t ­ 0 oraz u(x, 0) = 20.

Zadanie 7

Rozważmy równanie przewodnictwa ciepła na prostej rzeczywistej R. Załóżmy, że warunek począt-
kowy f spełnia f(x) ­ 0 dla każdego x ∈ R. Udowodnić, że albo u(t, x) > 0 dla każdego t > 0,
albo jednocześnie u(t, x) ≡ 0 i f(x) ≡ 0.

Zadanie 8

Niech Ω = {(x, y) ∈ R2|], 0 < x < L, 0 < y < H}. Używając separacji zmiennych rozwiązać
równanie

uxx + uyy = 0,

z warunkami brzegowymi
u(0, y) = 0 = u(L, y), 0 < y < H

oraz
u(x, 0)− uy(x, 0) = 0, u(x,H) = f(x), 0 < x < L.

Zadanie 9

Znaleźć funkcję Greena dla zbioru

R2++ = {(x1, x2) ∈ R2|x1 > 0, x2 > 0}.
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