
Matematyka III, 2021-22

Tydzie« 3

(robimy zadania z • )

0.1 Caªki krzywoliniowe nieskierowane

1. • Obliczy¢ dªugo±¢ jednego ªuku cykloidy (tzn. krzywej danej parametrycznie przez:
x = R(t− sin t), y = R(1− cos t)). Odp. 8R.

2. Obliczy¢ dªugo±¢ elipsy o póªosiach a i b. Odp. wyra»a si¦ przez caªk¦ eliptyczn¡.

3. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku paraboli y = ax2 pomi¦dzy punktami x1 i x2.

4. Obliczy¢ dªugo±¢ krzywej ªa«cuchowej, tzn. odcinka linii y = coshx pomi¦dzy x = 0
a x = x∗.

5. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ
ds
x−y , gdzie γ jest odcinkiem ª¡cz¡cym punkty A =

(0,−2) i B = (4, 0).

6. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyds, gdzie γ jest prostok¡tem o wierzchoªkach A =

(0, 0), B = (6, 0), C = (6, 3) i D = (0, 3).

7. • Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyds, gdzie γ jest ¢wiartk¡ elipsy o póªosiach a i

b, le»¡c¡ w pierwszej ¢wiartce. Odp. ab(a2+ab+b2)
3(a+b) .

8. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ

√
2yds, gdzie γ jest ªukiem cykloidy (je±li kto± nie

wie co to jest to p. zad. 1) dla t ∈ [0, 2π]. Odp. 4π
√
R3.

9. Niech krzywa γ b¦dzie opisana parametrycznie we wspóªrz¦dnych biegunowych: r =
r(t), φ = φ(t) dla t ∈ [a, b]. Pokaza¢, »e caªka krzywoliniowa nieskierowana I =∫
γ f(x, y)ds wyra»a si¦ wzorem:

I =
∫ b

a
f(r(t) cosφ(t), r(t) sinφ(t))

√
r(t)2φ′(t)2 + r′(t)2dt

gdzie primy oznaczaj¡ pochodne po t.

10. • Pokaza¢, »e w przypadku, gdy opis krzywej jako: r = r(φ), to caªka krzywoliniowa
nieskierowana I =

∫
γ f(x, y)ds wyra»a si¦ wzorem:

I =
∫ b

a
f(r(φ) cosφ, r(φ) sinφ)

√
r(φ)2 + r′(φ)2dφ

gdzie prim oznaczaj¡ pochodn¡ po φ: r′ = drdφ .

11. • Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ x
√
x2 − y2ds, gdzie γ jest poªówk¡ lemniskaty

Bernoulliego: (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) dla x  0.

12. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ arctg

y
x
ds, gdzie γ jest kawaªkiem spirali Archime-

desa r = 2φ, poªo»onym wewn¡trz okr¦gu o promieniu R i ±rodku w punkcie (0, 0).
Odp. 23 [(1 +

R2

4 )
3/2 − 1].
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13. Obliczy¢ dªugo±¢ ªuku spirali Archimedesa w sytuacji z poprzedniego zadania.

14. Obliczy¢ wspóªrz¦dne ±rodka ci¦»ko±ci poªówki okr¦gu o staªej liniowej g¦sto±ci masy
i promieniu R, znajduj¡cego si¦ w górnej póªpªaszczy¹nie.

15. Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ

z2ds
x2+y2 , gdzie γ jest fragmentem linii ±rubowej: x =

R cos t, y = R sin t, z = Rt dla t ∈ [0, π]. Odp.13a
√
2(2π)3.

16. • Obliczy¢ caªk¦ krzywoliniow¡
∫
γ xyzds, gdzie γ jest ¢wiartk¡ okr¦gu danego rów-

naniami: x2 + y2 + z2 = R2, x2 + y2 = R2

4 dla x  0, y  0, z  0.

0.2 Caªki krzywoliniowe skierowane (tzn. z 1−form) & tw.
Greena

17. • Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ(x
2 − y2)dy, gdzie γ jest fragmentem paraboli y = x2 pomi¦dzy

punktami (0, 0) a (3, 9).

18. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ −x cos ydx + y sinxdy, gdzie γ jest odcinkiem ª¡cz¡cym punkty

(0, 0) oraz π, 2π.

19. Obliczy¢ caªki krzywoliniowe: I1 =
∫
γ xdy, I2 = −

∫
γ ydx po elipsie x2

a2
+ y2

b2
= 1,

skierowanej dodatnio wzgl¦dem jej obszaru wewn¦trznego. Wynik zinterpretowa¢ z
u»yciem tw. Greena.

20. • Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ yzdx+zxdy+xydz, gdzie γ jest jednym zwitkiem linii ±rubowej

x = R cos t, y = R sin t, z = at
2π (tzn. t si¦ zmienia od 0 do 2π).

21. Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ y
2dx+ z2dy+x2dz, gdzie γ jest krzyw¡, b¦d¡c¡ przeci¦ciem sfery

x2+ y2+ z2 = R2 z cylindrem x2+ y2 = Rx (tu R > 0, z  0). (Jest to tzw. krzywa
Vivianiego). Kierunek obiegu γ jest taki, »e startuj¡c z punktu (R, 0, 0) idzie si¦
najsampierw przez punkty o wszystkich wspóªrz¦dnych dodatnich.

22. • Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ
y2dx−x2dy
x2+y2 , gdzie γ jest póªokr¦giem x = R cos t, y = R sin t,

przebieganym od t = 0 do t = π.

23. • Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ
y2dx−x2dy
x2+y2 , gdzie γ jest poªówk¡ elipsy: x = a cos t, y = b sin t,

przebiegan¡ od t = 0 do t = π.

24. • Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdy, gdzie γ jest brzegiem trójk¡ta utworzonego przez osie

wspóªrz¦dnych oraz prost¡: x
2 +

y
3 = 1. Krzywa γ jest obiegana w dodatnim (tzn.

antyzegarowym) kierunku.

25. To samo ogólniej: Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdy, gdzie γ jest brzegiem trójk¡ta utworzonego

przez osie wspóªrz¦dnych oraz prost¡: x
a
+ y

b
= 1, a, b > 0. Krzywa γ jest obiegana

w dodatnim (tzn. antyzegarowym) kierunku. Caªk¦ t¦ niezale»nie obliczy¢ z tw.
Greena; zinterpretowa¢ wynik.

26. a) Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdx + ydy, gdzie γ jest fragmentem wykresu funkcji y = ex,

ª¡cz¡cym punkty A = (0, 1) i B = (2, e2). b) Obliczy¢ to samo wzdªu» odcinka
ª¡cz¡cego A i B. Zinterpretowa¢ wynik wykorzystuj¡c tw. Greena.

2



27. a) Obliczy¢ caªk¦:
∫
γ xdx+ydy, gdzie γ jest ¢wiartk¡ okr¦gu x = R cos t, y = R sin t,

przebiegan¡ od t = 0 do t = π
2 . b) Obliczy¢ to samo wzdªu» odcinka ª¡cz¡cego (0, R)

i (R, 0). Zinterpretowa¢ wynik wykorzystuj¡c tw. Greena.

28. Obliczy¢ pole powierzchni �gury ograniczonej osi¡ y = 0 oraz jednym ªukiem cyklo-
idy. Wsk. U»y¢ tw. Greena.
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