Pytania na egzamin ustny, Analiza I 2015/2016

(1) Zdefiniowaé relacje porzadku, ograniczenie gérne, kres gérny oraz
wlasnosé posiadania kresu. Podaé stosowne przyktady.

(2) Oméwié pojecie ciala uporzadkowanego. Wykazaé, ze cialo uporzad-
kowane Q liczb wymiernych nie posiada wtasnosci istnienia kresow.

(3) Podaé¢ dow6éd Twierdzenia Dedekinda: Istnieje cialo uporzadko-
wane R zawierajace ciato uporzadkowane QQ i posiadajace wtasnosé
istnienia kreséw.

(4) Sformulowaé wlasno$é Archimedesa a nastepnie udowodnié, ze ciato
R ma wtasnosé¢ Archimedesa.

(5) Wykazaé, ze dla kazdego x € R, = > 0 oraz dla kazdej liczby natu-
ralnej n € N istnieje doktadnie jeden element y € R, y > 0 taki, ze
" =y.

(6) Oméwi¢ pojecie relacji réwnowaznoéci i klasy abstrakeji. Podaé sto-
sowne przyktady.

(7) Oméwié¢ pojecie odwzorowania F : X — Y, obrazu F(U), prze-
ciwobrazu F~1(V). Odwzorowanie, réznowartosciowe, surjektywne i
bijektywne. Zdefiniowaé zbiory rownoliczne oraz przeliczalne. Podaé
stosowne przyklady.

(8) Wykazaé, ze zbior liczb wymiernych Q jest zbiorem przeliczalnym.

(9) Wykazaé, ze zbior 2N ciagéw o wyrazach {0, 1} nie jest przeliczalny.
Czy zbiér R jest przeliczalny?

(10) Pojecie ciagu zbieznego liczb rzeczywistych. Granica sumy i iloczynu
ciagdéw zbieznych. Twierdzenie o trzech ciagach.

(11) Wykazaé, ze ciag Cauchego liczb rzeczywistych jest zbiezny.

(12) Sformulowaé i udowodni¢ Twierdzenie Stolz’a.

(13) Wykazaé zbieznod¢ ciagu e,(z) = (14 )", z € R. Wykazac, ze
e(1) € R jest liczba niewymierna.

(14) Przestrzenie metryczne, kule w przestrzeni metrycznej ciagi zbiezne
elementéw przestrzeni metrycznej. Podaé stosowne przyktady.

(15) Rodzina podzbioréw otwartych przestrzeni metrycznej - definicja i
wlasnosci. Rodzina podzbioréw domknietych przestrzeni metrycznej
- definicja i wlasnosci. Domkniecie podzbioru przestrzeni metrycznej.

(16) Zwarte podzbiory przestrzeni metrycznej. Definicja i podstawowe
wlasnosci. Zwarto$é a punkty skupienia.

(17) Podzbiory zwarte R.

(18) Spéjne podzbiory przestrzeni metrycznej. Spojne podzbiory R.

(19) Odwzorowania ciagle przestrzeni metrycznych. Ciagowa charakte-
ryzacja ciaglosci. Charakteryzacja ciagtosci w terminach zbiorow
otwartych.

(20) Obraz zbioru zwartego przy odwzorowaniu ciaglym. Obraz zbioru
spbjnego przy odwzorowania cigglym.

(21) Ciagloé¢ jednostajna funkcji a zbiory zwarte.
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(22) Rézniczkowalnosé funkeji, suma i iloczyn funkeji rézniczkowalnych.
Ztozenie funkcji rézniczkowalnych.

(23) Uogolnione twierdzenie o wartosci $redniej. Znak pochodnej a mo-
notoniczno$é¢ funkeji.

(24) Twierdzenie o istnieniu i rézniczkowalnosci funkeji odwrotnej do f :

la, b[— R takiej, zef'(x) # 0.

25) Twierdzenia de I’'Hospitala.

6) Wzoér Taylora.

7) Warunek konieczny i wystarczajacy istnienia ekstremum.

8) Funkcje wypukle a druga pochodna.

9) Calka Riemanna, catka gérna/dolna, funkcje calkowalne w sensie
Riemanna, liniowos¢ catki, sumy wypunktowane. Catkowalnosé funk-
cji ciaglych.

(30) Zasadnicze twierdzenie rachunku rézniczkowego. Twierdzenie o cal-

kowaniu przez czeéci i o calkowaniu przez podstawienie.

(31) Szeregi > 2, ay, liczb zespolonych. Kryterium zbieznosci Cauchy’ego.
Szeregi o wyrazach dodatnich. Kryterium zageszczeniowe.

(32) Kryterium zbieznosci szeregu » 2 ; a, w terminach {/|a,| oraz %

(33) Szeregi potegowe, promien zbieznosci szeregu potegowego. Funkcja
e?, dla z € C.

(34) Kryterium Abela, kryterium Dirichleta.

(35) Szeregi bezwzglednie zbiezne, przestawianie kolejnosci wyrazéw sze-
regu bezwzglednie zbieznego, twierdzenie o iloczyn szeregow z kto-
rych jeden jest bezwzglednie zbiezny a drugi jest zbiezny.

(36) Ciagi funkcyjne i szeregi funkcyjne. Zbiezno$é punktowa jednostajna
i niemal jednostajna. Twierdzenie o ciaglosci granicy ciagu jedno-
stajnie zbieznego funkcji ciggtych.

(37) Twierdzenie o rézniczkowalnosci granicy ciagu jednostajnie zbiezne-
go funkcji rézniczkowalnych. Twierdzenie o catkowaniu ciggu jedno-
stajnie zbieznego funkcji catkowalnych.

(38) Konstrukcja funkeji rézniczkowalnej, ktéra nie ma pochodnej w zad-
nym punkcie.

(39) Niemal jednostajna zbieznosé szeregéw potegowych i rézniczkowanie
szeregdw potegowych.

(40) Twierdzenie Abela o ciaglosci fukncji zadanej szeregiem potegowym
na brzegu obszaru zbieznosci.

(41) Funkcje trygonometryczne oraz definicja liczby .

(42) Twierdzenie Weierstrassa.
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