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Seria 3 Zada« z Analizy II

Zadanie 1. Przeksztaªcenie φ : R2 → R
2 zadane jest wzorem

φ(x, y) =
{ (

(x + y + 1)ex − 1, 2 cos x−1
x

)
x 6= 0

(y, 0), x = 0

a) sprawd¹, »e φ jest funkcj¡ ci¡gª¡,
b) oraz ró»niczkowaln¡,

c) oblicz

 10︷ ︸︸ ︷
φ ◦ · · · ◦ φ

′

dla (x, y) = (0, 0).

Zadanie 2. Znajd¹ F ′ w punkcie (s, t, u) je±li F = f ◦ g ◦ h gdzie

f : (x, y) →
( √

x2 + y2

arctg y
x

)
, g : (r, φ) →

(
r cos φ
r sinφ

)
, h : (s, t, u) →

(
stu

s2 + t2 + u2

)
.

Zadanie 3. Okre±l czy funkcje s¡ ró»niczkowalne i znajd¹ pochodne cz¡stkowe (tam gdzie istniej¡)

a) f(x, y) = sin xy
x ,

b) f(x, y) = x+y2

x2+y2+1 ,

c) f(x, y) =
√

x2 + y2 − x + 1,
d) f(x, y, z) =

√
x2 + y2 + z2.

e) f(x, y) = 3
√

x3 + y3

f) f(x, y) =

{
e
− 1

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)

Zadanie 4. Przedstaw wyra»enie
∂f

∂x
+

∂f

∂y
+

∂f

∂z
w zmiennych

ξ = x, η = x− y, ρ = x− z.

Zadanie 5. Funkcja f : R2 → R zde�niowana jest nast¦puj¡co

f(x, y) =

{
y
√

x2+y2

x2

[
ln(x4 + y2)− ln y2

]
, x 6= 0 ∧ y 6= 0

0, x = 0 ∨ y = 0

Sprawdzi¢, »e

a) funkcja f jest ci¡gl¡,
b) dla ka»dego α ∈ [0, 2π] istnieje pochodna kierunkowa f w punkcie (0, 0) w kierunku

(sinα, cos α)
c) funkcja f nie jest ró»niczkowalna w (0, 0).

Zadanie 6. Niech u b¦dzie funkcj¡ C2 na obszarze O ⊂ R
3, za± funkcje us(r, θ, φ) oraz uc(ρ, φ, z)

jej przedstawieniami we wspóªrz¦dnych sferycznych (x, y, z) = (r cos θ sinφ, r cos θ sinφ, r sin θ)
oraz cylindrycznych (x, y, z) = (ρ sinφ, ρ cos φ, z). Wyprowad¹ wzory

|∇u|2 =
(

∂uc

∂ρ

)2

+ 1
ρ2

(
∂uc

∂φ

)2

+
(

∂uc

∂z

)2
, |∇u|2 =

(
∂us

∂r

)2
+ 1

r2

(
∂us

∂θ

)2
+ 1

r2 sin θ

(
∂us

∂φ

)2

4u = ∂2uc

∂ρ2 + 1
ρ

∂uc

∂ρ + 1
ρ2

∂2uc

∂φ2 + ∂2uc

∂z2 , 4u = ∂2us

∂r2 + 2
r

∂uc

∂r + 1
r2

∂2uc

∂θ2 + ctgθ
r2

∂uc

∂θ + 1
r2 sin2 θ

∂2uc

∂φ2

Zadanie 7. Wyrazi¢

a) równanie (1 + x2)∂2f
∂x2 + (1 + y2)∂2f

∂y2 + x∂f
∂x + ∂f

∂y = 0 w zmiennych u = ln(x +
√

1 + x2)

oraz v = ln(y +
√

1 + y2),
b) oraz równanie x2 ∂2f

∂x2 − y2 ∂2f
∂y2 = 0 w zmiennych u = xy, v = x

y .



W obu przykªadach (x, y) ∈ R2
+.

Zadanie 8. Dla jakich warto±ci rzeczywistych λ1 6= λ2 równanie

A
∂2f

∂x2
+ B

∂2f

∂x∂y
+ C

∂2f

∂y2
= 0, AC < B2

jest równowa»ne
∂f

∂ξ∂η
= 0

dla ξ = x + λ1y i η = x + λ2y.


