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Wszelkie pytania oraz uwagi o bledach prosze kierowaé¢ na przemek.majewski@gmail.com

1 Dowody z dziedziny ciggtosci i zbiezno$ci

Zadanie 1.1 Niech (X,d) oraz (Y,d’) beda zupelnymi przestrzeniami metrycznymi. Wykazaé
réownowaznosé defincji ciggtosci Heinego oraz Cauchy’ego dla funkncji f : X — V.

Uwaga:

Cauchy ciggtosé w xq:

Veso Jo>0 Vaex d(mo,{l?) <= d,(f(l‘o),f(fli)) < €.

Heine ciggtosé w xg:
Funkcja f jest cigglta w z, wtedy, i tylko wtedy, gdy dla kazdego ciggu (zp)neny — o w X mamy
flan) = f(zo) w ).

Zadanie 1.2 Niech (X,d) oraz (Y,d') beda przestrzeniami metrycznymi. Wykazaé, Ze funkcja
f & = Y jest ciggta wtedy, i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru otwartego O C Y, jego
przeciwobraz f~1(O) jest otwarty w X.

Zadanie 1.3 Niech (X,d) oraz (Y,d') beda przestrzeniami metrycznymi. Wykazaé, ze funkcja
f X = Y jest ciggta wtedy, @ tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru domknietego D C Y, jego
przeciwobraz f~H(D) jest domknigty w X

Zadanie 1.4 Niech (X, d) bedzie przestrzeniq metryczng. Ponadto niech (xy)nen bedzie ciggiem
Cauchy’ego w X. Udowodnié, ze istnieje ograniczony zbior A C X zawierajgcy wszystkie wyrazy
ciggu (zy). Wykazaé, w przypadku gdy X jest zupetna, iz zbior o ktdrym mowa mozna wybraé
tak by byt zwarty.

Zadanie 1.5 Niech X = R" ze standardowq topologig, n € N. Wykazaé, ze A C X jest zwarty
wtedy, 1 tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony w X. Czy twierdzenie to jest stuszne dla
dowolnej zupetnej przestrzeni metrycznej? Odpowieds uzasadnic.

Zadanie 1.6 Niech (X,d) bedzie zupelng przestrzeniqg metryczng. Wykazaé rownowaznosé wa-
runkéw:

(1) Zbior A € X jest dokmniety wtedy, i tylko wtedy, gdy zawiera granice ciggow Cauchy’ego
w nim zawartych (od pewnego miejsca,).

2) Zbior A € X jest dokmniety wtedy, i tylko wtedy, gdy jego dopetnienie A jest otwarte.
( J ¢ty wtedy, i ty Y, 9dy jeg J

Jak wygleda sytuacja w przestrzeni, ktéra nie jest zupetna?
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2 Cwiczenia z otwartos$ci, domknietosci, zwartosci i spéjnosci

Zadanie 2.1 Opisaé otwarte, domkniete, zwarte i spdjne podzbiory zbioru N w topologii zadanej
metrykq d(m,n) := |+ — 1|, Czy metryka do(m,n) := |m —n| okresla te samg co d(-,-) topologie
w zbiorze N?

Zadanie 2.2 Dowie$é, ze:

(1) jesli podzbiory A i B przestrzeni R"™ sq zwarte, to zbior A+B:={a+b : a€ A, b€ B}
tez jest zwarty

(2) jesli A jest zwarty, a B domknicty, to A+ B jest domkniety.
Podaé przyktad domknietych podzbioréw A, B € R?, dla ktorych zbior A + B nie jest domkniety.

Zadanie 2.3 Zbada¢ domknietosé, otwarto$é, zwartos$é i spojnosé zbioru
A:={zeR : 62'° — 528 — 42° + 321 — 222 +1 < 0}.

Jak wyglada ta sprawa dla dowolnego wielomianu? Parzystego stopnia? Nieparzystego stopnia?
Co zmienia sie, gdy zamienimy nieréwnodé na ostrg?

3 Cwiczenia z metrykami

Zadanie 3.1 Niech X = R". Strukture przestrzeni metrycznej w X mozna zadaé przy pomocy
jednej z norm £, gdzie p € NU {oo}. Mamy

el = { Vel vl pelt
P Supy, |zl p=o0c

Pokazaé, ze metryki te sqg rownowazne. Jaki zwigzek miedzy kulamsi jest potrzebny by metryki byty
réownowazne? Opisaé kule oraz odcinek domknicty w kazdej z metryk. Jakie utatwienie niesie ze
sobg fakt, ze metryka zadana jest przez norme?

Zadanie 3.2 Czy wzor

o) = G

okresla metryke na R?

Zadanie 3.3 Jak wyglgdajg funkcje ciggte:
(1) z dowolnej przestrzeni metrycznej do przestrzeni z metrykq dyskretng,
(2) z przestrzeni z metrykq dyskretng do dowolnej przestrzeni metryczney.

Co da si¢ powiedzie¢ o takiej sytuacji?
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Zadanie 3.4 Niech Z bedzie dowolnym, niepustym zbiorem. Zdefiniugmy zbior P skoriczonych
podzbiorow Z
P={Ac2® : A skonczony}.

Wykazaé, ze wzor

d(A,B) == |A+ B

okresla metryke w zbiorze P. Opisaé kule ¢ odcinki w P wzgledem tej metryki.
Uwaga: Wzor A+ B oznacza réznice symetryczng — sume teoriomnogosciowq zbioréw z wyjetq
ich czeScig wspdlng.

Zadanie 3.5 Niech f : R? — R? bedzie dane wzorem

f(x1,22) := (xl _xQ, e +x2> .

o o
Sprawdzié, przy jakim «
J+ (R, dp) — (R, do)

jest izometrig (zachowugje odleglosci). Jak zobrazowaé f geometrycznie (dla znalezionego o )?
Wskazéwka: Metryki pochodzq od normy. Zainteresowaé sie przeksztatceniem f obcietym do
kuli jednostkowej o $rodku w (0,0).



