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Seria domowa nr 2 z przestrzeni metrycznych.
28 Lutego 2009

Wszelkie pytania oraz uwagi o bª¦dach prosz¦ kierowa¢ na przemek.majewski@gmail.com

1 Dowody z dziedziny ci¡gªo±ci i zbie»no±ci

Zadanie 1.1 Niech (X ; d) oraz (Y; d0) b¦da zupeªnymi przestrzeniami metrycznymi. Wykaza¢

równowa»no±¢ de�ncji ci¡gªo±ci Heinego oraz Cauchy'ego dla funkncji f : X ! Y.
Uwaga:

Cauchy ci¡gªo±¢ w x0:

8�>0 9�>0 8x2X d(x0; x) < � ) d0(f(x0); f(x)) < �:

Heine ci¡gªo±¢ w x0:

Funkcja f jest ci¡gªa w xo wtedy, i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ci¡gu (xn)n2N ! x0 w X mamy

f(xn)! f(x0) w Y.

Zadanie 1.2 Niech (X ; d) oraz (Y; d0) b¦da przestrzeniami metrycznymi. Wykaza¢, »e funkcja

f : X ! Y jest ci¡gªa wtedy, i tylko wtedy, gdy dla ka»dego zbioru otwartego O � Y, jego

przeciwobraz f�1(O) jest otwarty w X .

Zadanie 1.3 Niech (X ; d) oraz (Y; d0) b¦da przestrzeniami metrycznymi. Wykaza¢, »e funkcja

f : X ! Y jest ci¡gªa wtedy, i tylko wtedy, gdy dla ka»dego zbioru domkni¦tego D � Y, jego
przeciwobraz f�1(D) jest domkni¦ty w X .

Zadanie 1.4 Niech (X ; d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Ponadto niech (xn)n2N b¦dzie ci¡giem

Cauchy'ego w X . Udowodni¢, »e istnieje ograniczony zbiór A � X zawieraj¡cy wszystkie wyrazy

ci¡gu (xn). Wykaza¢, w przypadku gdy X jest zupeªna, i» zbiór o którym mowa mo»na wybra¢

tak by byª zwarty.

Zadanie 1.5 Niech X = R
n ze standardow¡ topologi¡, n 2 N. Wykaza¢, »e A � X jest zwarty

wtedy, i tylko wtedy, gdy jest domkni¦ty i ograniczony w X . Czy twierdzenie to jest sªuszne dla

dowolnej zupeªnej przestrzeni metrycznej? Odpowied¹ uzasadni¢.

Zadanie 1.6 Niech (X ; d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Wykaza¢ równowa»no±¢ wa-

runków:

(1) Zbiór A 2 X jest dokmni¦ty wtedy, i tylko wtedy, gdy zawiera granice ci¡gów Cauchy'ego

w nim zawartych (od pewnego miejsca).

(2) Zbiór A 2 X jest dokmni¦ty wtedy, i tylko wtedy, gdy jego dopeªnienie AC jest otwarte.

Jak wygl¡da sytuacja w przestrzeni, która nie jest zupeªna?
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2 �wiczenia z otwarto±ci, domkni¦to±ci, zwarto±ci i spójno±ci

Zadanie 2.1 Opisa¢ otwarte, domkni¦te, zwarte i spójne podzbiory zbioru N w topologii zadanej

metryk¡ d(m;n) := j 1
m
� 1

n
j. Czy metryka d�(m;n) := jm�nj okre±la t¦ sam¡ co d(�; �) topologi¦

w zbiorze N?

Zadanie 2.2 Dowie±¢, »e:

(1) je±li podzbiory A i B przestrzeni Rn s¡ zwarte, to zbiór A+ B := fa + b : a 2 A ; b 2 Bg
te» jest zwarty

(2) je±li A jest zwarty, a B domkni¦ty, to A+ B jest domkni¦ty.

Poda¢ przykªad domkni¦tych podzbiorów A;B 2 R2, dla których zbiór A+ B nie jest domkni¦ty.

Zadanie 2.3 Zbada¢ domkni¦to±¢, otwarto±¢, zwarto±¢ i spójno±¢ zbioru

A := fx 2 R : 6x10 � 5x8 � 4x6 + 3x4 � 2x2 + 1 � 0g:

Jak wygl¡da ta sprawa dla dowolnego wielomianu? Parzystego stopnia? Nieparzystego stopnia?

Co zmienia si¦, gdy zamienimy nierówno±¢ na ostr¡?

3 �wiczenia z metrykami

Zadanie 3.1 Niech X = R
n. Struktur¦ przestrzeni metrycznej w X mo»na zada¢ przy pomocy

jednej z norm `p, gdzie p 2 N [ f1g. Mamy

kxkp =

�
p
p
jx1jp + � � �+ jxnjp p 2 N

supxi jxij p =1
:

Pokaza¢, »e metryki te s¡ równowa»ne. Jaki zwi¡zek mi¦dzy kulami jest potrzebny by metryki byªy

równowa»ne? Opisa¢ kule oraz odcinek domkni¦ty w ka»dej z metryk. Jakie uªatwienie niesie ze

sob¡ fakt, »e metryka zadana jest przez norm¦?

Zadanie 3.2 Czy wzór

d(x; y) :=
jx� yj

1 + (x� y)2

okre±la metryk¦ na R?

Zadanie 3.3 Jak wygl¡daj¡ funkcje ci¡gªe:

(1) z dowolnej przestrzeni metrycznej do przestrzeni z metryk¡ dyskretn¡,

(2) z przestrzeni z metryk¡ dyskretn¡ do dowolnej przestrzeni metrycznej.

Co da si¦ powiedzie¢ o takiej sytuacji?
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Zadanie 3.4 Niech Z b¦dzie dowolnym, niepustym zbiorem. Zde�niujmy zbiór P sko«czonych

podzbiórów Z
P = fA 2 2Z : A sko�nczonyg:

Wykaza¢, »e wzór

d(A;B) := jA � Bj

okre±la metryk¦ w zbiorze P. Opisa¢ kule i odcinki w P wzgl¦dem tej metryki.

Uwaga: Wzór A� B oznacza ró»nic¦ symetryczn¡ � sum¦ teoriomnogo±ciow¡ zbiorów z wyj¦t¡

ich cz¦±ci¡ wspóln¡.

Zadanie 3.5 Niech f : R2 ! R
2 b¦dzie dane wzorem

f(x1; x2) :=

�
x1 � x2

�
;
x1 + x2

�

�
:

Sprawdzi¢, przy jakim �

f : (R2; d�)! (R2; d�)

jest izometri¡ (zachowuje odleglo±ci). Jak zobrazowa¢ f geometrycznie (dla znalezionego �)?

Wskazówka: Metryki pochodz¡ od normy. Zainteresowa¢ si¦ przeksztaªceniem f obci¦tym do

kuli jednostkowej o ±rodku w (0; 0).


