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Wszelkie pytania oraz uwagi o bª¦dach prosz¦ kierowa¢ na przemek.majewski@gmail.com!

Caªki z parametrem

Zadanie 1. Oznaczmy K :=
{

(x, y) : x > 0, y > 0, x2 + y2 < 1
}
Niech, dla p > −1,

Ip :=
∫ π

2

0
sinp ϕdϕ.

Licz¡c caªk¦
∫
K

yp dxdy√
1−x2−y2

dwoma sposobami: jako caªk¦ iterowan¡ lub przez parametryzacj¦

x = sinϑ cosϕ, y = sinϑ sinϕ,

wykaza¢ to»samo±¢ IpIp+1 = π
2(p+1) . Korzystaj¡c z tej to»samo±ci wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce

oszacowanie √
π

2(p+ 1)
< Ip <

√
π

2p
.

Zadanie 2. Znale¹¢ jawn¡ posta¢ funkcji

F (a) =
∫ 2π

0

log (1 + a cosx)
cosx

dx,

dla |a| < 1.

Zadanie 3. Policzy¢ caªk¦
∫∞
0

e−x sin ax
x dx i uzasadni¢ post¦powanie.

Zadanie 4. Obliczy¢, korzystaj¡c z twierdze« o caªkach z parametrem:

a) F (a) :=
∫∞
0 exp

(
−x2 − a2x−2

)
dx dla a ∈ R,

b) Φ(a, b) :=
∫∞
0 exp

(
−a2x2 − b2x−2

)
dx dla (a, b) ∈ R2, a 6= 0,

c) F (a) :=
∫∞
0 e−x

(
1−cos ax

x

)
dx dla a ∈ R,

d) F (a) :=
∫ π

2
0 log

(
a2 − sin2 x

)
dx dla a > 1,

e) F (a) :=
∫ π

2
0 log

(
1− a2 sin2 x

)
dx dla −1 ≤ a ≤ 1,

f) F (a) :=
∫ 1
0

arctan ax
x
√

1−x2
dx .



Zadanie 5. Korzystaj¡c z twierdze« o caªkach z parametrem obliczy¢ dla a ≥ 0 caªk¦

F (a) :=
∫ π

2

0
log
(
a2 + sin2 x

)
dx.

Wskazówka: Zbada¢ F (a) dla a→∞.

Zadanie 6. Wyprowadzaj¡c równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du na F (α), i sprawdzaj¡c

równo±¢ caªek dla pewnej warto±ci parametru α wykaza¢ to»samo±¢

F (α) :=
∫ ∞

0

e−αx

1 + x2
dx =

∫ ∞
α

sin(x− α)
x

dx.

Zadanie 7. Wprowadzaj¡c parametr obliczy¢ caªk¦∫ ∞
0

(1− e−x) cosx
x

dx.

Zadanie 8. Dla a > 1 oraz n ∈ N znale¹¢ jawny wzór na rodzin¦ caªek

Fn(a) :=
∫ 1

0
xa−1 logn x dx.

Wskazówka: Ró»niczkuj¡c po parametrze znale¹¢ rekurencj¦ na Fn(a).

Udanej zabawy!


