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Wszelkie pytania oraz uwagi o bledach prosze kierowaé na przemek.majewski@gmail.com!

Zadania ogdlne

Zadanie 1. Okre$lmy liniowe operatory symetryzacji
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Uwaga 0.1 Operator liniowy wystarczy okresli¢ dla tensoréw prostych. W oczywisty sposéb op-
erator jest suriektywny @ olrzymujemy wszystkie zupelnie symetryczne/antysymetryczne n-formy.

Wykazaé dla zdefiniowanych powyzej operacji, ze
02, = (n!) - Oy/q.

s/a

Wskazowka: Skorzystaé z faktu, iz S, jest grupa i w zwiazku z tym kazda permutacja posiada
permutacje odwrotna.

Zadanie 2. Niech o € A*V! oraz 8 € AWV, wykaza¢, ze

aAfB=(-D"3Aa.

Zadanie 3. Korzystajac z poprzedniego wykaza¢, ze dla w € A2*t1VE zachodzi
wAw=0.

Poda¢ przyktad, ktory przeczy tej tezie w przypadku, gdy w jest 2k—forma, a nastepnie wykazaé,
ze dla 2-formy «a, warunek a A o = 0 jest réwnowazny temu, ze « jest forma prosta.

Zadanie 4. Niech formy 61, f2 € V¥ beda liniowo niezalezne oraz niech w € A¥VE ik > 1.
Wykazaé, ze w = 61 Awy + 02 A wo dla pewnych (k — 1)—form wy i we, wtedy i tylko wtedy, gdy
01 ANOy ANw = 0.



Zadania rachunkowe, lemat Poincare oraz twierdzenie Stokesa

Zadanie 5. Niech M bedzie rozmaitoécia wymiaru n. W wybranym uktadzie wspotrzednych
(z') okreslamy n-forme wzorem
w=dz' A... Adz"

Znalez¢ posta¢ formy w cofnietej do innego uktadu wspotrzednych (y?).

Zadanie 6. Zapisa¢ ponizsze formy w ukladzie cylindrycznym (p, ¢, z) oraz w uktadzie sfe-
rycznym (r, 9, ).

(1) w1 =xdy —ydz,

(2) wo = T%(xdy/\dz—&-ydz/\d:c—&-zdx/\dy).

Zadanie 7. Niech O : ]Ri — Ri, tak, ze ®(p, q,7,s) = (pq,qr,rs). Dla
AWV s w=xdyAdz+ydz Adz+ zdz A dy

obliczy¢ (®*w).

Zadanie 8. Na R"\{0} okreslmy (n — 1)-forme wzorem

n
w = Z(—l)rflazrdxl A A d/9; A AN dxy,.

r=1

Wykazaé tozsamosé

Ponadto udowdni¢ fakt, ze d(f - w) = 0 wtedy, i tylko wtedy, gdy f jest funkcja jednorodna
stopnia —n.

Zadanie 9. Sprawdzi¢ zamknieto§é ponizszych form w; oraz znalezé odpowiednie formy pier-
wotne 0; tak by zachodzito w; = db;.

de—zd
(1) w1 = T‘Z2fw5+§*2

(2) wo = ﬁ(mdy/\dz—l—ydz/\dm—{—zdm/\dy)

Zadanie 9. Niech w := (yzdz +xdy) Adz, niech S = {(z,y,2) : 2?2 +y> = (1-2)%,0< 2 < 1}.
Obliczy¢ caltke po brzegu stozka S zorientowanego standardowo do zewnatrz na dwa sposoby —
bezposrednio przez parametryzacje powierzchni oraz korzystajac z tw. Stokesa.



Réwnania Maxwella i gwiazdka Hodge’a

Niech M bedzie rozmaitoscia wymiaru n. Mozna okresli¢ liniowy operator
*t AFT*M — AR M,
tak by dla dowolnych pél wektorowych Xy.1,..., X, zachodzilo

(*0)(Xkt15- - Xn) = BAN(Xkr1) Ao AN(Xy).

W powyzszym wzorze 1 € @2T*M jest polem symetrycznych dwuform zadajacych metryke w
przestrzeni stycznej do M.

Uwaga 0.2 Metryke n € ©2T* M mozemy traktowaé réwniez jako odwzorowanie
n:TpM — T M,

ponadto zachodzi oczywisly izomorfizm Ty M = AlT;M = ®1T;M.

Zadanie 10. Znalez¢ jawnie, dla wybranej bazy, dziatanie operatora « dla M = R*
(1) z metryka euklidesowa

(2) z metryka Minkowskiego o sygnaturze (1,3), tzn. znak minus wystepuje przy wspolrzedne;
CZasowej.

Ponadto policzy¢ x> w obu tych przypadkach. Dodatkowo znalezé ogolny wzor opisujacy kwadrat
operatora Hodge’a w dowolnej sygnaturze (p,q).

Zadanie 12. W obu przypadkach z poprzedniego zadania pokazaé¢, ze dla dowolnej funkcji
f+ M — R zachodzi odpowiednio

(1) (:dxd)f = Af,
(2) (xdxd)f =-0f=—-0,0"f.

Zastanowi¢ sie nad przypadkiem ogélnej metryki.
Zadanie 13. Wprowadzmy w R* z metryka Minkowskiego forme
F = —E;dt Ada' + Bida® A dz® + Bodz® A da' + Bsda! A da.
Traktujac E; oraz B; jako pole elektromagnetyczne w prézni pokazaé, ze réwnania
dF =0 oraz d*xF =0

sa robwnowazne réwnianiom Maxwella.



