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Wszelkie pytania oraz uwagi o bª¦dach prosz¦ kierowa¢ na przemek.majewski@gmail.com!

Zadania ogólne

Zadanie 1. Okre±lmy liniowe operatory symetryzacji

Θs : V]n⊗ −→ �nV]

oraz antysymetryzacji

Θa : V]n⊗ −→ ΛnV]

wzorami

Θs (v1 ⊗ . . .⊗ vn) =
∑
σ∈Sn

ξσ(1) ⊗ . . .⊗ ξσ(n),

Θa (v1 ⊗ . . .⊗ vn) =
∑
σ∈Sn

(−1)|σ| ξσ(1) ⊗ . . .⊗ ξσ(n).

Uwaga 0.1 Operator liniowy wystarczy okre±li¢ dla tensorów prostych. W oczywisty sposób op-
erator jest suriektywny i otrzymujemy wszystkie zupeªnie symetryczne/antysymetryczne n-formy.

Wykaza¢ dla zde�niowanych powy»ej operacji, »e

Θ2
s/a = (n!) ·Θs/a.

Wskazówka: Skorzysta¢ z faktu, i» Sn jest grup¡ i w zwi¡zku z tym ka»da permutacja posiada

permutacj¦ odwrotn¡.

Zadanie 2. Niech α ∈ ΛkV] oraz β ∈ ΛlV], wykaza¢, »e

α ∧ β = (−1)klβ ∧ α.

Zadanie 3. Korzystaj¡c z poprzedniego wykaza¢, »e dla ω ∈ Λ2k+1V] zachodzi

ω ∧ ω = 0.

Poda¢ przykªad, który przeczy tej tezie w przypadku, gdy ω jest 2k−form¡, a nast¦pnie wykaza¢,

»e dla 2-formy α, warunek α ∧ α = 0 jest równowa»ny temu, »e α jest form¡ prost¡.

Zadanie 4. Niech formy θ1, θ2 ∈ V] b¦d¡ liniowo niezale»ne oraz niech ω ∈ ΛkV] i k ≥ 1.
Wykaza¢, »e ω = θ1 ∧ ω1 + θ2 ∧ ω2 dla pewnych (k − 1)−form ω1 i ω2, wtedy i tylko wtedy, gdy

θ1 ∧ θ2 ∧ ω = 0.



Zadania rachunkowe, lemat Poincare oraz twierdzenie Stokesa

Zadanie 5. Niech M b¦dzie rozmaito±ci¡ wymiaru n. W wybranym ukªadzie wspóªrz¦dnych

(xi) okre±lamy n-form¦ wzorem

ω = dx1 ∧ . . . ∧ dxn.

Znale¹¢ posta¢ formy ω cofni¦tej do innego ukªadu wspóªrz¦dnych (yi).

Zadanie 6. Zapisa¢ poni»sze formy w ukªadzie cylindrycznym (ρ, φ, z) oraz w ukªadzie sfe-

rycznym (r, ϑ, ϕ).

(1) ω1 = x dy − y dx,
(2) ω2 = 1

r3
(x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy).

Zadanie 7. Niech Φ : R4
+ −→ R3

+, tak, »e Φ(p, q, r, s) = (pq, qr, rs). Dla

Λ2V] 3 ω = x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy

obliczy¢ (Φ∗ω).

Zadanie 8. Na Rn\{0} okre±lmy (n− 1)-form¦ wzorem

ω :=
n∑
r=1

(−1)r−1xrdx1 ∧ . . . ∧ d̂xr ∧ . . . ∧ dxn.

Wykaza¢ to»samo±¢

ω = xn1 d

(
x2

x1

)
∧ . . . ∧ d

(
xn
x1

)
.

Ponadto udowdni¢ fakt, »e d(f · ω) = 0 wtedy, i tylko wtedy, gdy f jest funkcj¡ jednorodn¡

stopnia −n.

Zadanie 9. Sprawdzi¢ zamkni¦to±¢ poni»szych form ωi oraz znale¹¢ odpowiednie formy pier-

wotne θi tak by zachodziªo ωi = dθi.

(1) ω1 = y dx−x dy
2x2−xy+y2

(2) ω2 = 1
r3/2 (x dy ∧ dz + y dz ∧ dx+ z dx ∧ dy)

Zadanie 9. Niech ω := (yz dx+x dy)∧dz, niech S = {(x, y, z) : x2 +y2 = (1− z)2, 0 ≤ z ≤ 1}.
Obliczy¢ caªk¦ po brzegu sto»ka S zorientowanego standardowo do zewn¡trz na dwa sposoby �

bezpo±rednio przez parametryzacj¦ powierzchni oraz korzystaj¡c z tw. Stokesa.



Równania Maxwella i gwiazdka Hodge'a

NiechM b¦dzie rozmaito±ci¡ wymiaru n. Mo»na okre±li¢ liniowy operator

? : ΛkT ∗M−→ Λn−kT ∗M,

tak by dla dowolnych pól wektorowych Xk+1, . . . , Xn zachodziªo

(?β)(Xk+1, . . . , Xn) = β ∧ η(Xk+1) ∧ . . . ∧ η(Xn).

W powy»szym wzorze η ∈ �2T ∗M jest polem symetrycznych dwuform zadaj¡cych metryk¦ w

przestrzeni stycznej doM.

Uwaga 0.2 Metryk¦ η ∈ �2T ∗M mo»emy traktowa¢ równie» jako odwzorowanie

η : TpM−→ T ∗pM,

ponadto zachodzi oczywisty izomor�zm T ∗pM = Λ1T ∗pM = �1T ∗pM.

Zadanie 10. Znale¹¢ jawnie, dla wybranej bazy, dziaªanie operatora ? dlaM = R4

(1) z metryk¡ euklidesow¡

(2) z metryk¡ Minkowskiego o sygnaturze (1,3), tzn. znak minus wyst¦puje przy wspóªrz¦dnej

czasowej.

Ponadto policzy¢ ?2 w obu tych przypadkach. Dodatkowo znale¹¢ ogólny wzór opisuj¡cy kwadrat

operatora Hodge'a w dowolnej sygnaturze (p,q).

Zadanie 12. W obu przypadkach z poprzedniego zadania pokaza¢, »e dla dowolnej funkcji

f :M−→ R zachodzi odpowiednio

(1) (?d ? d)f = 4f,
(2) (?d ? d)f = −�f = −∂µ∂µf.
Zastanowi¢ si¦ nad przypadkiem ogólnej metryki.

Zadanie 13. Wprowad¹my w R4 z metryk¡ Minkowskiego form¦

F = −Eidt ∧ dxi +B1dx
2 ∧ dx3 +B2dx

3 ∧ dx1 +B3dx
1 ∧ dx2.

Traktuj¡c Ei oraz Bi jako pole elektromagnetyczne w pró»ni pokaza¢, »e równania

dF = 0 oraz d ? F = 0

s¡ równowa»ne równianiom Maxwella.


