Pytania na egzamin ustny
Matematyka 2, semestr letni 2010/2011

Uwaga! Pytania oznaczone v' uznane zostalty przeze mnie za trudne i przeznaczone sg dla 0s6b
chegeych otrzymad stopien 5+4. W ostatecznej wersji zadan konkretne przykiady rachunkowe
mogq ulec zmianie. Proponowany zestaw pytan moze ulec zmianie po konsultacjach z prowadzg-
cymi cwiczenia.
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Pytanie 1. Dla jakiego ¢ € R szereg geometryczny Z q" jest zbiezny? OdpowiedZ prosze
n=0

uzasadni¢. Prosze takze poda¢ wzoér na sume tego szeregu.

Pytanie 2. Dlaczego nie jest mozliwe, aby zbiezny byt szereg liczbowy Z a, jesli
n=1

nlirrolo a, # 07

Pytanie 3. Prosze sformulowaé pierwsze kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregdéw liczbo-
wych. Z jakiego twierdzenia dotyczacego zbieznosci ciggoéw liczbowych ono wynika?

Pytanie 4. Prosze sformutowa¢ kryteria Cauchy’ego i d’Alembert’a zbieznosci szeregdéw licz-
bowych. Prosze podac przyktady zastosowania tych kryteriow.

Pytanie 5. Wyjasni¢, jak to jest mozliwe, ze
l—24+3—1+:—s+2—---=log2
I+3—3+i+3—3+4+5 -5+ =2log2
skoro obie sumy roznig sie jedynie kolejnoscig sumowania wyrazow? Przytoczy¢ odpowiednie
twierdzenie.

Pytanie 6. Wyjasni¢ pojecia zbieznosc¢ bezwzgledna i zbieznosé warunkowa.

Pytanie 7. Sformulowaé¢ kryteria Dirichleta, Abela i Leibniza dotyczace zbieznosci szeregéw
o wyrazach dowolnych.

Pytanie 8. Co to jest promien zbieznosci szeregu potegowego? Jak go wyznaczamy? Prosze

obliczy¢ promien zbieznosci szeregu
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Pytanie 9. Zapisa¢ za pomoca funkcji elementarnych wzér na funkcje f, ktérej rozwinieciem
w szereg w odcinku | — 1, 1] jest

)=y

n=1 n

Prosze uzasadni¢ rachunki przytaczajac odpowiednie twierdzenia.

Pytanie 10. Wiadomo, ze F' jest odwzorowaniem liniowym na przestrzeni V' o wartosciach
rzeczywistych, Wiadomo takze, ze F(ey) = 2, F(es) = 3, F(e3) = —1. Obliczy¢ wartos¢ F(v)
jesli v = e; — es + 3e3. Rachunki uzasadni¢ odwotujac sie do definicji odwzorowania liniowego.

Pytanie 11. Co to sg wspotrzedne wektora w bazie? Znalezé wspotrzedne wektora v € R? w
bazie e jesli
5 1 1
02[1] oraz e:(elzlll,egzl_ll).

Pytanie 12. W przestrzeni wektorowej R? dane sg dwie bazy

L e R R bR B

Wiadomo, ze wektor v ma w bazie e wspotrzedne:

Jak znalez¢ jego wspotrzedne w bazie f7

Pytanie 13. Jak znalez¢ macierz odwzorowania liniowego F': V' — W, jesli w przestrzeniach
Vi W wybrane sa bazy? Zapisa¢ macierz obrotu o kat 7 w R? uzywajac w dziedzinie i w
obrazie bazy kanoniczne;j.

Pytanie 14. Jak znalez¢ macierz [F]9, odwzorowania liniowego F' : V. — W, jesli mamy
dang macierz [F|°; (f, h oznaczaja dwie bazy w V' a e, g dwie bazy w W)? Zapisaé i wyjasni¢
odpowiedni wzor.

Pytanie 15. Wyjasni¢ pojecia jgdro, obraz i rzqd odwzorowania liniowego. Zapisa¢ wzor wy-
razajacy zwiagzek miedzy wymiarami jadra i obrazu odwzorowania.

Pytanie 16. Co to jest forma dwuliniowa na przestrzeni wektorowej V7 Co to jest forma
kwadratowa. Jaki jest zwiazek miedzy powyzszymi pojeciami?

Pytanie 17. Jak znalez¢ macierz formy kwadratowej w danej bazie e? W jaki sposob nastepnie
obliczy¢ warto$¢ formy na wektorze postugujac sie jego wspotrzednymi w bazie e?

Pytanie 18. Jak, znajac bazy f i e w przestrzeni V' oraz macierz formy dwuliniowej syme-
trycznej (Q w bazie e, znalezé jej macierz w bazie f?7 Prosze zapisa¢ i wyjasni¢ odpowiedni
wWzOr.
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Pytanie 19. Co to jest baza diagonalizujaca forme dwuliniowa symetryczna? Co to sa wspot-
rzedne diagonalizujace? Prosze sformutowaé¢ twierdzenie Lagrange’a dotyczace form kwadra-
towych a nastepnie stosujac metode Lagrange’a znalezé wspotrzedne diagonalizujace forme @)
okreélong na R3 wzorem

Qz,y,2) = 2 + 22y + v + yz.

Pytanie 20. Prosze sformutowaé twierdzenie Sylvestera o bezwtadnosci form a nastepnie do-
wolna metoda znalezé sygnature formy @ okreslonej na R? wzorem

Q(z,y,2) = 2* + 2vy + y* + yz.
Pytanie 21. Prosze zapisa¢ i wyjasni¢ definicje wyznacznika macierzy kwadratowej n x n.

Pytanie 22. Wyznacznik macierzy n X n mozna latwo policzy¢ sprowadzajac najpierw te
macierz do postaci géornotrojkatnej. Wyjasnij z jakich wtasnosci wyznacznika korzystamy prze-
prowadzajac taki rachunek.

Pytanie 23. v' Uzasadnij fakt, ze macierz jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wy-
znacznik jest rozny od zera.

Pytanie 24. Co to jest znak permutacji? Wyjasnij uzywajac przyktadow.
Pytanie 25. Co to jest rozwiniecie Laplace’a wzgledem wiersza lub kolumny macierzy?

Pytanie 26. Zapisz wyznacznikowy wzor na macierz odwrotnag i wyjasnij jego zwiazek z wzo-
rami Cramera.

Pytanie 27. Podaj definicje Cauchy’ego i Heinego cigglosci funkeji okreslonej na R™. Czy
funkcja f na R? okrelona poza (0,0) wzorem

2

xy
,Y) = ——
f(z.y) 2+

i przyjmujaca w (0,0) warto$¢ 0 jest ciagta w punkcie (0,0)7
Pytanie 28. Co to znaczy, ze funkcja f : R? — R jest rézniczkowalna w punkcie (g, yo)?
Pytanie 29. Wiadomo, ze F : R?* — R? jest rézniczkowalna w punkcie (zg, yo, 20). Jak wyglada

F'(x0, Y0, 20)? Wyznaczy¢ F'(1,2,3) dla
F(z,y,2) = (2%, 2yz2).
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Pytanie 30. Zapisa¢ i wyjasni¢ wzor na rézniczkowanie ztozenia odwzorowan. Zastosow¢ ten
wzér do obliczenia pochodnej zlozenia F' o G w punkcie (1,2) jesli

G RQ(ZL’,y) — x2y € R,

oraz
F:R>t+—— (sin(t),cos(t)) € R%

Pytanie 31. v Wyjasnij pojecie gradientu funkcyi.

Pytanie 32. Co to jest punkt krytyczny funkcji rézniczkowalnej n-zmiennych? Podaj warunek
dostateczny, aby punkt krytyczny byl minimum lub maksimum funkcji. Skad sie te warunki
biora?

Pytanie 33. Sformutuj twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym. Korzystajac z tego twierdze-
nia znajdz pochodna ®~! w punkcie (1, 1) jesli

O(r, ) = (rcosp,rsinp).

Pytanie 34. Sformutuj twierdzenie o funkcji uwiktanej. Sprawdz, ze rownanie
22 +3zy —y? =9
zadaje w otoczeniu punktu (2, 1) funkcje x — y(z). Oblicz pochodna funkcji y w tym punkcie.

Pytanie 35. Zal6zmy, ze réwnanie F(z,y) = 0 zadaje w sposéb uwiktany funkcje = — y(x).
Wyprowadz wzor na pierwsza i druga pochodng y w zaleznosci od pochodnych czastkowych
funkcji F' pierwszego i drugiego rzedu.

Pytanie 36. Zalézmy, ze rownanie F'(x,y, z) = 0 zadaje w spos6b uwiklany funkcje (z,y) —
z(z,y). Wyprowadz warunek na punkt krytyczny funkcji z. Znajdz takze wzér na druga po-
chodna z w punkcie krytycznym.

Pytanie 37. Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng na R3. Niech takze powierzchnia S w R3
dana bedzie réownaniem G(z,y, z) = 0. Zapisz i uzasadnij warunki na punkt krytyczny funkcji
f obcietej do powierzchni S.

Pytanie 38. Niech f bedzie funkcjg rézniczkowalng na R3. Niech takze powierzchnia jedno-
wymiarowa S w R? dana bedzie ukladem réwnan

Gl([B,y,Z) =0
GQ(‘I?y?Z) =0

Zapisz i uzasadnij warunki na punkt krytyczny funkcji f obcietej do powierzchni S.

Pytanie 39. Punkt (1,1, —1) jest punktem krytycznym funkcji f(x,y,z) = zyz na sferze o
promieniu v/3, ktéremu odpowiada warto$¢ mnoznika Lagrange’a \ = —%. Zbada¢ charakter
tego punktu krytycznego. Wyjasni¢ przeprowadzane rachunki.
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Pytanie 40. v Zapisa¢ wzér na druga pochodng funkcji f : R? — R obcietej do powierzchni S
w punkcie krytycznym. Zatozyé, ze powierzchnia zadana jest réwnaniem G(z,y) = 0. Wyjasnié
skad bierze si¢ ten wzor.

Pytanie 41. Jak znalez¢é wektory styczne do dwuwymiarowej powierzchni w R?, jeéli powierzch-
nia zadana jest réwnaniem G(x,y,z) = 07 Jak znalezé wektory styczne do jednowymiarowe;
powierzchni w R3, jedli powierzchnia zadana jest réwnaniami G1(z,y,2) = 0, Ga(x,y, z) = 0?



