Tydzien nr 9-10 (16 maja - 29 maja), Réwnania rézniczkowe,
wartosci wtasne, funkcja wykladnicza od operatora -
Matematyka II 2010/2011L

‘Wszelkie pytania oraz uwagi o btedach prosze kierowaé na przemek.majewski@gmail.com lub do pozostalych prowadzacych, info na
http://www.fuw.edu.pl/~pmaj/.

Rownania rozniczkowe

Zadanie 1. Rozwiazaé rownania rézniczkowe

a) g—g cosz — ysinz = 2x, gdzie y(0) = 0,

b) % ::cy—a:e‘fz,
c) g—g—}—siny—kycosy—i—x = 0.

Wskazowka: Sa to poznane na wyktadzie réwnania liniowe, ewentualnie po wykonaniu prostego
podstawienia.

Zadanie 2. Rozwiazaé ogoélnie réwnania:

dy _  3siny
a) ;= 2(1—2e7)°

c) %:(2x+y—3)2—4m—2y+5.

Wskazowka: Sa to poznane na wyktadzie rownania o zmiennych rozdzielonych, ewentualnie
po wykonaniu prostego podstawienia.

Zadanie 3. Rozwiazaé réwnania rézniczkowe:

d
a) ﬁsz—l

b) =2y Ty’

) ¥ =%+ gdze y(1) = 1.

Wskazowka: Sa to poznane na wyktadzie rownania Bernoulliego.



Zadanie 4. Rozwiazaé réwnanie
dy y (y)
— ==+4cos|{—|.
dr =« T

Wskazéwka: Jest to réwnanie jednorodne. W zmiennej u = ¥ jest réwnaniem o rozdzielonych
zmiennych.

Zadanie 5. Znalez¢ krzywa na plaszczyznie, dla ktérej odstep stycznej od poczatku uktadu
wspolrzednych w kazdym punkcie jest réwny pierwszej wspolrzednej tego punktu.

Wartosci wlasne. Funkcja wyktadnicza.

Zadanie 6a. Niech A bedzie macierza 2x2 o rzeczywistych elemntach macierzowych. Znalezé
dla dowolnego A wartosci wlasne. W tym celu obliczyé pierwiastki trojmianu w()), bedacego
dla A tzw. wielomianem charakterystycznym,

w(A) =det (A —AL).

Dokona¢ analizy istnienia rozwigzan. Rozwazy¢ sytuacje wyréznika dodatniego, ujemnego i ze-
rowego.

Wskazowka: Zauwazy¢, ze dwa znane Wam juz niezmienniki pelnia tu istotna role — $lad i
wyznacznik. Zadanie ma duzy walor rachunkowy, typowe zadania sprawdzajace moga wymagac
wladnie operowania macierzami 2x2.

Zadanie 6b. Powtoérzy¢ zadanie pierwsze dla macierzy o zespolonych wspoétczynnikach. Utatwie-
nie — w ciele liczb zespolonych kazdy tréjmian ma dwa pierwiastki (uwzgledniajac krotnosci).

Zadanie 7.(macierze Pauli’ego) W poprzednich dziatach poznaliSmy macierze Pauliego i niek-
tére z ich wlasnosci (seria 3). Rozwazmy rodzine macierzy w Ma(C) postaci {1, 01, 02, 03}, gdzie

01 0 —i I 0
Ul:z[lO]’JQZZ[i 0‘|,03::[0 _1‘|.

Wiemy, ze {0;,0;} :=2 5;-, a [0y, 0}] = 2ig;jp050k. Wprowadzmy oznaczenie 67 := o121 +0222+
o373. Obliczyé det(1 + 77) oraz (57)2.

Zadanie 8. Dla dowolnej macierzy A € Ma(R) mamy
1 -
A= §TrA +h-a.

Wyznaczyé h. Innymi stowy, zapisa¢ macierz A w bazie zlozonej z jedynki oraz macierzy
Pauliego.

Zadanie 9. Jedli w poprzednim zadaniu zmienimy ciato na cialo liczb zespolonych wszystkie
wzory zostang takie same. Pod warunkiem, ze wektor h bedzie wektorem w C2. Rozstrzygnaé
czy powyzsze wlasnodci mozna stosowaé rowniez w tym przypadku.



Zadanie 10a. Dobrze znana jest wlasnoéé¢ e* ¥ = e%e¥. Niestety w przypadku na ogél nieprzemi-
ennych macierzy sytuacja wyglada gorzej. Sprawdzi¢, ze dla macierzy, jesli

[A,B] := AB — BA =0,

tzn. macierze komutuja — mozna je przestawia¢ jak liczby, to eAtB = edeB.
Wskazowka: Warto si¢ przyjrzeé szeregom potegowym i przypomnie¢ jakie wymagania stawiat
dowdd tego faktu dla funkcji wyktadnicze;j.

xZadanie 10b.(dowdd przy pomocy réwnania rézniczkowego z instrukcjg) Niech A, B beda
macierzami spelniajacymi zaleznos$¢ [A4, [A, B]] = 0, tzn. komutator macierzy [A, B] mozna za-
mienia¢ dowolnie miejscami z macierzg A. Celem zadania bedzie wykazanie, krok, po kroku,
ze

e"Be ™ =B+ A, B).

Tozsamodci takie i podobne oraz macierze Pauliego, pelnia istotng role w rachunkach na mecha-
nice kwantowej. W pierwszym kroku dokonamy modyfikacji polegajacej na dodaniu parametru ¢
przy macierzy A, mozna go interpretowaé jak czas, mamy

e Be7 = B +t[A, B].

Widaé, ze dla t = 0 obie strony sa réwne B i tym samym réwnos¢é jest prawdziwa. Obserwujemy
rowniez, ze dla ¢ = 1 odtwarzamy poczatkowo postawiony problem. Zrézniczkowaé teraz obie
strony po parametrze t i sprawdzié, ze spelniajg takie samo réwnanie rézniczkowe.

Uwaga: Kiedy rézniczkujemy funkcje od operatora musimy uwazaé, gdzie piszemy macierz,
ktora powstaje w wyniku rozniczkowania funkcji wewnetrznej. Macierze nie sa przemienne.
Przestawiaé¢ wzgledem siebie mozemy tylko macierze, ktérych komutator wynosi
zero.

OZadanie 11. Korzystajac z poznanego rozktadu macierzy 2x2 oraz wtasnosci funkcji wyktad-

niczej obliczyé¢ ogdlnie exp A dla dowolnej macierzy o zespolonych (rzeczywistych) elementach
macierzowych.

Metoda reszt.

Zadanie 12. Korzystajac z poznanej na wyktadzie metody reszty z dzielenia przez wielomian
charakterystyczny, obliczy¢ funkcje wykladnicza exptA; dla ponizszych macierzy:

2) A = 0 2]’

11
1 -1
b) Az = 1 3 1
3 -1 1
C)Ag— -2 4 —2 y




Rownania liniowe

Zadanie 13. Przeéwiczy¢ poznane metody obliczania funkcji wykladnicze] od macierzy
i rozwiazaé zagadnienia poczatkowe:

a)

1
y=x+2 y(0) =2,
i=r—y+z 2(0) =3

b)
t=3r—y z(0) =1
Z=-2x+5y—=z z(0)=3
c)
t=y+z z(0)=2
y=x+z y0)=0
i=z+y 2(0)=-1
d)

T =2y+ 3z z(0) =1
y=x+3y+5z y0)=1
i=—x—2y—4z z(0)=1

Roéwnania wyzszego rzedu

Zadanie 14. Rozwiaza¢ ogdlnie réwnanie
T+ Bt +Czx=0.

Wskazéwka: Dokonaé ansatzu z(t) = e*'. Pamieta¢ o warunku poczatkowym: z(0) = o,
z(0) = vg. Zalozyé, ze parametr X jest zespolony i takiej dziedzinie rozwiazywaé problem.

Zadanie 15. Rozwazy¢ w powyzszym zadaniu problem uzmienniania stalej. Pamietaé, ze dziata
to tylko w przypadku rownania pierwszego rzedu do ktorego powyzsze réwnanie trzeba najpierw
sprowadzic.



*Zadanie 16. W dwoch wymiarach laplasjan A to operator dany w kartezjanskich wspotrzed-
nych jako

0? 0?

= — + _—

or?  Oy?
Réwnanie A f=0 jest nazywane réwnaniem Laplace’a i pelni istotng role zaréwno w fizyce, jak i w
matematyce. Na jego temat mozna wiele przeczytaé¢ w literaturze z obu dziedzin nauki. Zajmiemy
sie szczegblnym rozwiazaniem. Pracujac w ukladzie biegunowym zatozyé, ze f(r, v) = g(r)h(p).
Zapisac laplasjan w tym uktadzie i sprowadzi¢ problem do réwnania zwyczajnego ze zmienng, r.
Czy da si¢ je tatwo rozwiazac?

Zadanie 17. Rozwiaza¢ ogoélnie réwnania
a) & — 3& + 2z = sin(e”?) + €%,
b) & — 2@+ x = e'logt,

c) & —x=2tcost + e,

Zadanie 18. Rozwiazaé¢ rozmaite réwnania drugiego rzedu
a) yy" = (y)*logly/|, gdzie y(0) = 1, y/(0) = —3,
b) oy = o + VT

c) 2yy" —2(y )2 +y*=0.



