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‘Wszelkie pytania oraz uwagi o btedach prosze kierowaé¢ na przemek.majewski@gmail.com lub do pozostalych prowadzacych, info na
http://www.fuw.edu.pl/~pmaj/.

Podstawowe pojecia algebry liniowej na ogdélnym przyktadzie.
Liczby rzeczywiste, zespolone i ciekawe przyklady macierzy.

Zadanie 0. Znalez¢ (o ile istnieje) macierz S taka, ze

1 3 1 -1 -1 -1
1 2 -1 4 0 3

Zadanie 1. (rozwazania na temat wielomianéw) Przestrzen wielomianéw jest ciekawym przykta-
dem przestrzeni wektorowej. Nalezy wiedzieé, ze wektor jest funkcjg i ma réwniez swoj argument,
o ktérym czasem trzeba pamietaé, a czasem zapomnieé. Niech, w zgodzie z wyktadem, R[] oz-
nacza przestrzen wielomiandéw o rzeczywistych wspétezynnikach, ktorych stopien jest niewiekszy
od n. Podobnie R[] bedzie oznaczaé¢ przestrzen wszystkich wielomianéw. Znamy dwie natu-
ralne operacje podnoszace, badZ opuszczajace stopien wielomianu: catkowanie i rézniczkowanie.
Calkowanie mozemy ujednoznacznié tak, ze wybieramy ten wielomian, ktéry zeruje sie w punkcie
t = 0. Naturalnie sg to operacje liniowe. Jak wyglada ich macierz w bazie {ti}ieN? Jak w bazie

k
{th} ? Jak wyglada operacja przejScia miedzy bazami? Jakie maja jadro i obraz? Czy
=0/ keN

sg wzajemnie odwrotne? Rozwazyé te same pytania po obcieciu obu operacji do wielomiandéw
stopnia nie wickszego niz N, jakie beda réznice?

Wiskazowka: W drugiej sytuacji catka z wielomianu najwyzszego stopnia wynosi zero.

Zadanie 2. Niech M2 (R) oznacza kwadratowe macierze 2x2 o rzeczywistych elementach. Pokazad,

ze €2 = 1, jedli
0 —1
MQ([R)B&—[l 0‘|

Zauwazy¢ dzieki temu, ze liniowe odwzorowanie
C>o (a+ib) — (al +be) € My(R)

zachowuje dzialania na liczbach zespolonych. Przemysleé fakt, ze powyzsze odwzorowanie zadaje
izomorfizm
C ~ Spang {1, €} C Ma(R).



Zadanie 3.(macierze Pauli’ego) W poprzednim zadaniu poznaliSémy sposéb na znalezienie jed-
nostki urojonej i w macierzach 2x2 o rzeczywistych wspoétczynnikach. Rozwazmy tym razem
rodzine macierzy w Ma(C) postaci {1, 01, 02,03}, gdzie

0 1 . 0 —i 1 0
o1 = 1 0 , 09 :=1€ = I , 03 := 0 -1 |-

., . o o 7/ . . . ’, . . .
Sprawdzi¢, ze {0i,0;} = 0i0; + 0jo; = 20;. Co mozna powiedzie¢ o wyrazeniu [0y, 0] =
oio; — 0jo;. Wprowadzmy oznaczenie 6% := o121 + 0222 + ogxg. Obliczy¢ det(1 + Z) oraz
(o7)2.

Ciekawostka 1.: Dzieki wtasnosciom tych macierzy bardzo tatwo liczy¢ szeregi macierzy, a co
za tym idzie funkcje od macierzy.

Ciekawostka 2.: Podobnie jak w zadaniu drugim, dzieki tym macierzom mozna znalez¢ izomor-
fizm H ~ Spang {1, io;} C M2(C) ciala kwaternionéw z macierzami zespolonymi.

Ciekawostka 3.: Dzieki ich wlasnosciom macierze Pauli’ego odgrywaja ogromna role w kon-
struowaniu reprezentacji grup, badaniu spinoréw i algebr Clifforda, a co za tym idzie, sa waznym
narzedziem stosowanym do opisu fermionéw w kwantowej teorii pola.

Zadanie 4.(pozytecznosci cigg dalszy) Rozwazmy odzworowanie T : My(C) — Mo(C) dane
wzorem

T(A) = 0'1AO'1 — AT.

Zapisaé¢ odwzorowanie w bazie standardowej. Jaka baza bytaby wygodniejsza? Znalezé jadro,
obraz oraz wyznacznik tego odwzorowania. Jak nalezy o nim mys$le¢?

Udanej zabawy!



