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Wszelkie pytania oraz uwagi o bledach prosze kierowaé na przemek.majewski@gmail.com lub do pozostalych prowadzacych, info na
http://www.fuw.edu.pl/~pmaj/.

Grupy permutacji

Zadanie 1. Scharakteryzowa¢ grupy permutacji zbioréw o niskiej liczebnosci, tj.: zbiérow jedno-,
dwu-, trzy- i czteroelementowych.

Wskazéowka: Jesli pojecie grupy jest niejasne, nalezy zrozumieé, ile permutacji jest, ktére sa
wzajemnie odwrotne i jak sie ze sobg sktadaja jako odwzorowania.

Zadanie 2. Wiedze z poprzedniego zadania wzbogaci¢ o pojecia cyklu oraz orbity. Co to znaczy
roztozy¢ permutacje na cykle? Sprébowac roztozyé na cykle losowe przyktady permutacji zbioru
o wiekszej liczbie elementdw.

Znalezé wszystkie permutacje, ktére mozna otrzymaé przy pomocy operacji o(1 2)(3 4)o~-,
gdzie o jest dowolna permutacja.

Zadanie 3. W grupie permutacji zbioru czteroelementowego mamy dana permutacje (1 2)(3 4).
1

Wskazowka: Korzystajac z odwracalnosci permutacji mozna wcisnaé¢ jedynke pomiedzy dwie
transpozycje.

Zadanie 4. Ztozenie dwoch permutacji parzystych jest permutacja parzysta. Mozemy wiec
ograniczy¢ sie tylko do permutacji parzystych zbioru np. czteroelementowego. Rozwazana wczes-
niej permutacja (1 2)(3 4) jest parzysta. Powtérzy¢ poprzednie zadanie ograniczajac sie wlasnie
do permutacji przystych. Co si¢ zmienito i dlaczego? Czy w zbiorze otrzymanych permutacji
mozna zauwazy¢ co$ ciekawego?

Ciekawostka: To co tu robiliémy ma coS wspélnego z twierdzeniem Gallois mowigcym o
nieistnieniu ogdlnego wzoru na pierwiastki wielomianu piatego stopnia.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze o(k) 1= 3 (|4k — 53| + 1) zadaje permutacje zbioru {1,2,3,...,25}.
Znalezé jej rozklad na cykle, obliczy¢ znak o oraz znalezé wzor opisujacy o .

Wskazowka: Odwrotng permutacje dostaniemy znajdujac wyrazenie opisujace k w funkcji
o(k).



Wyznaczniki, macierz odwrotna

Zadanie 6. Wykazaé, ze jesli macierz odwracalna posiada wtasnosé taka, ze suma wyrazéw w
kazdym jej wierszu jest taka sama, to macierz do niej odwrotna réwniez te wtasnosé posiada.
Jaka jest suma wyrazow w wierszach macierzy odwrotnej?

Zadanie 7. Korzystajac z wlasnoéci macierzy dopelnien algebraicznych odwrécié¢é ponizsze
macierze.
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Ponadto sprawdzi¢ z definicji, ze dla dowolnej macierzy A mamy A - AP = det(A). Ocenié
tez, kiedy wygodniej uzy¢ macierzy dopelnien algebraicznych, a kiedy lepiej odwrdci¢ macierz
rozwiazujac uktad réwnan.

Zadanie 8. Pracujac w ustalonej bazie {¢;} mozemy zdefiniowaé odwzorowanie dwuliniowe v’ w
(mozymy wiersz przez kolumne). Zdefiniujmy nowa baze {f;} o wlasnosci takiej, ze dla i # j
mamy (f;)T f; = 0. Uzadanié, ze iloczyn macierzy odwrotnej do macierzy przejscia z bazy f do
bazy e i niej samej jest macierza diagonalng. Kiedy jest ona jednostkowa? Jak tatwo uzyskaé
macierz odwrotna w takiej sytuacji? Macierze zlozone z kolumn (wierszy) o takiej wlasnosci, ze
transponowana jest zarazem odwrotna, nazywamy ortogonalnymi.



Formy kwadratowe i symetryczne.

Zadanie 9. (rzeczywista formula polaryzacyjna) Przypomnieé¢ sobie pojecia formy symetrycznej
z V xV do R oraz formy kwadratowej V' do R. Po przypomnieniu okaze si¢ oczywistym, ze forma
kwadratowa powstaje przez obciecie symetrycznej do diagonali iloczynu kartezjanskiego V' x V.
Wykazaé, ze majac forme kwadratowa mozna odzyskaé¢ dwuliniowa, z ktorej ona powstata. Czy
odzyskana dwuliniowa forma jest okreslona jednoznacznie?

Zadanie 10.(ciekawy iloczyn skalarny) Niech A, B € Myxp. Sladem macierzy A nazywamy
sume wszystkich jej diagonalnych wyrazéw, oznaczamy go Tr(A). Sprawdzié, ze Slad jest odw-
zorowaniem liniowym oraz, ze Tr(AB) = Tr(BA). Wywnioskowaé stad, ze Slad jest niezmien-
nikiem podobnie jak wyznacznik. Nastepnie rozwazy¢ forme

Mpxn X Mnxn 3 (A, B) — Tr(AB) € R.

Sprawdzié, ze jest to dwuliniowa forma symetryczna.

Zadanie 11. Znalez¢ bazy diagonalizujace forme kwadratowa @ : V — R:

a) Q(x) = zix9 + 4xows + 62321, V = |R3,
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c) Q(X) :=det(X), V :=Maxo.

Udanej zabawy!



